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Vorwort

Schon seit langem interessiere ich mich fiir Mathematik, seit der 4. Klasse
AHS nehme ich an der Mathematik-Olympiade teil und seit der 5. Klasse
besuche ich auch den entsprechenden Olympiadenkurs bei Hrn. Prof. Perz.
Im Zuge dieser Olympiadentétigkeit - in den letzten drei Jahren gelang mir
die Qualifikation zum Bundeswettbewerb - lernte ich einige Schiiler kennen,
die eine Fachbereichsarbeit verfasst hatten. Durch den so gewonnenen Ein-
druck und im Wissen, dass es sich um eine interessante Tétigkeit handeln
wiirde, fasste ich den Entschluss, ebenfalls eine solche Arbeit zu schreiben.
Da mich die Spieltheorie von allen Gebieten der Mathematik am meisten
fasziniert, wéihlte ich dieses Thema auch fiir meine Fachbereichsarbeit aus.
Dariiber hinaus handelt es sich um ein Gebiet, bei dem hochmathematische
Betrachtungen mit durchaus einfachen Mitteln vollzogen werden, die auch
fiir einen AHS-Schiiler sehr viel Betédtigungsspielraum lassen. Obwohl noch
sehr jung, hat die Spieltheorie eine Fiille von Anwendungen in allen Gebieten
der Wissenschaft vorzuweisen.

Ich mochte an dieser Stelle allen Personen, die mir bei der Erstellung
dieser Fachbereichsarbeit geholfen haben, insbesondere Fr. Prof. Trathnigg,
herzlich danken.
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Kapitel 1

Einleitung: Was haben Spiele
mit Mathematik zu tun?

Wird man nach dem Thema seiner Fachbereichsarbeit gefragt, und man ant-
wortet mit “Spieltheorie”, dann taucht unwillkiirlich eine Frage auf:

Was haben irgendwelche Spielereien mit der hohen Mathematik
von heute zu tun?

Zu dieser Frage muss sofort gesagt werden: Diese Spielereien sind die ho-
he Mathematik von heute, die Spieltheorie ist eine der jiingsten und auch
modernsten Sparten der Mathematik.

1944 veroffentlichten J. Von Neumann und O. Morgenstern, die Pionie-
re der Spieltheorie, ihr Buch “Theory of Games and Economic Behavior”,
womit diese das Licht der Welt erblickte. Seitdem hat sie manche Bereiche
etwa der Wirtschaftsmathematik revolutioniert, und nicht umsonst verlieh
die Koniglich Schwedische Akademie der Wissenschaften 1994 den Nobel-
preis filr Wirtschaftswissenschaften an die drei Spieltheoretiker John Nash,
John Harsanyi und Reinhard Selten fiir ihre bahnbrechenden Arbeiten auf
diesem Gebiet.

Bei Spielen denkt wohl jeder zuerst an Gesellschaftsspiele. Deren erste
Funktion war es, Begebenheiten des Lebens, wie Krieg oder Jagd, abstrakt
darzustellen und sich so ohne Blutvergieflen mit einem Gegner messen zu
kénnen. Das sind Spiele fiir die Mathematik heute noch: abstrakte Darstellun-
gen (die Mathematik selbst wird ja zumeist als furchtbar abstrakt bezeichnet)
fiir das, was Menschen in Gesellschaft machen: sie agieren, sie handeln, sie
bilden Formen des Zusammenlebens, kénnen kooperativ oder nicht sein, im
Endeffekt meist, um ihren eigenen Vorteil zu maximieren. Wann immer Men-
schen zusammentreffen, sie spielen ein komplexes Spiel, in dem sich Koalitio-
nen bilden kénnen, in dem Entscheidungen getroffen, Handlungen vollzogen
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werden, letztlich zum Erfolg oder Misserfolg des Einzelnen. Die formale Be-
handlung solcher Prozesse ist ein groBes Anliegen der Mathematik, und dazu
werden Spiele herangezogen, in dem zumeist zwei, aber auch mehrere, Spie-
ler gegeneinander antreten und versuchen, ihren Gewinn zu optimieren. Hier
versucht man zunichst, auf Strategien zu stoflen, die womdglich allgemeinen
Charakter haben. Und auch wenn das Leben kein “Nullsummenspiel” oder
Ahnliches ist, man st68t da und dort auf Aquivalente zum wirklichen Leben:
auch hier kann man den “Zugzwang” oder “Pattstellungen” vorfinden und
studieren.

Die erste Vermutung, die von vielen geduflert wird, ist, dass sich die Spiel-
theorie mit Wahrscheinlichkeiten - etwa bei Karten- oder Wiirfelspielen -
befasst. Das muss ich leider strikt zuriickweisen, denn genau darum geht es
nicht. Auch wenn in der 6konomischen Spieltheorie mitunter Wahrscheinlich-
keiten auftauchen - auch im Leben ist nicht alles 100%ig - so ist die Hauptauf-
gabe der Spieltheorie doch das Auffinden von Strategien, die unabhéngig von
Gliick oder Pech arbeiten (wohl ein jeder Mensch vertraut lieber seinem eige-
nen Hirn als der blinden Fortuna) und ihrem Anwender Vorteile verschaffen.
Ich mo6chte nun im Zuge dieser Fachbereichsarbeit zwei verschiedene Sparten
der Spieltheorie beleuchten: Die kombinatorische Spieltheorie und die 6kono-
mische Spieltheorie. Erstere hat den deutlich theoretischeren Charakter, aber
vielleicht auch den unterhaltsameren. Nicht umsonst stiirzt sich die Unterhal-
tungsmathematik auf sie, wobei etwa die Frage nach einer Gewinnstrategie
fiir das beliebte “Memory”-Spiel beantwortet wird, sofern man iiber ein per-
fektes Gedéchtnis verfiigt (nachzulesen in “Das Versteck der Andromeda”
von I. Stewart). Die 6konomische Spieltheorie dagegen sieht eher die prak-
tischen Anwendungen, vor allem aus der Wirtschaft, aber auch aus Politik
oder sogar Biologie, sie weist deutlich andere Formen und Hintergriinde auf.
Worum genau es sich bei den beiden handelt, soll nun geklirt werden, daher:
in medias res!



Teil 1

Kombinatorische Spieltheorie



Kapitel 2

Definition von
kombinatorischen Spielen

Man fragt sich unwillkiirlich, welche Kriterien denn mathematische Spiele
iiberhaupt ausmachen. Nun, wie in allen anderen Teilbereichen auch neigen
die Mathematiker dazu, Spiele zu abstrahieren und in eine bestimmte ange-
nehme Form zu bringen. Viele der in diesem Teil untersuchten Spiele weisen
eine ganz bestimmte Form auf, die ich als “normierte Form eines Spiels” be-
zeichnen mochte:

Definition eines normierten Spiels:

1. Es gibt genau zwei Spieler. Manche Spieltheoretiker nennen sie aus
Griinden der Einfachheit stets Alice und Bob oder Links und Rechts.
Auf diese Art der Benennung werde ich auch in den meisten Fillen
zuriickkommen.

2. Es gibt verschiedene, im giinstigen Fall endlich viele, Positionen, dar-
unter meist eine bestimmte Startposition.

3. Es gibt feste Spielregeln, die jedem Spieler aus einer bestimmten Po-
sition gewisse Ziige gestatten, unter denen er frei wihlen kann. Die-
se Spielregeln dndern sich wihrend des gesamten Spieles unter keinen
Umsténden.

4. Die beiden Spieler ziehen abwechselnd.

5. Ein Spieler hat genau dann verloren, wenn er nicht mehr ziehen kann.
Dies bezeichnet man als die iibliche Konvention.



6. Das Spiel muss irgendwann mit einem Sieg enden, d.h. es kann keine
ewige Wiederholung von Ziigen geben.

7. Beide Spieler wissen alles iiber das laufende Spiel, es herrscht also
vollstdndige Information.

8. Es gibt keine Zufallsziige (Wiirfeln, Ziehen einer Karte etc.).

Es wird im Folgenden zwar auch auf Spiele eingegangen werden, die nicht all
diese Forderungen erfiillen (was bei praktischen Anwendungen meistens der
Fall ist) und trotzdem angenehm zu analysieren sind, doch alle Spiele dieser
Art haben eine gemeinsame Eigenschaft, die leicht zu beweisen ist:

Satz 1 Weist ein Spiel normierte Form auf, so gibt es fiir Links oder fiir
Rechts eine Gewinnstrategie, d.h. eine Methode, mit der der entsprechende
Spieler unabhdngig von den Zigen seines Gegners gewinnt. Dieser Satz behdlt
auch noch Giltigkeit, wenn die ibliche Konvention nicht qilt, also Kriterium
b nicht erfillt ist.

Beweis: Aufgrund von Punkt 6 muss es stets einen Sieg geben, der entweder
Links oder Rechts zufillt. Besitzt Links eine sichere Gewinnstrategie, so ist
die Aussage bereis bewiesen, ansonsten hat Rechts eine Moglichkeit, Links
stets am Gewinnen zu hindern, und damit eine Gewinnstrategie, da es nur
die 2 moglichen Spielausginge gibt.

O
Die meisten klassischen Spiele erfiillen nicht alle diese Bedingungen, etwa:

e Tic-Tac-Toe erfiillt Punkt 5 nicht, denn wenn ein Spieler nicht mehr
ziehen kann, so kann er dabei sogar gewonnen haben, zudem ist ein
unentschiedener Ausgang maglich.

e Schach erfiillt Punkt 5 genausowenig, auflerdem besteht die Md6glich-
keit, dass ein Spiel ewig fortgesetzt wird, sofern nicht die iiblichen Zu-
satzregeln gelten, die gegen diesen Fall erdacht worden sind. Somit ist
Punkt 6 auch nicht erfiillt.

e Backgammon, Mensch-drgere-dich-nicht, etc. enthalten Zufallsziige, denn
sie arbeiten mit Wiirfeln.

e Schiffeversenken entbehrt der vollstéindigen Information, verst6ft somit
gegen Punkt 7!



e Alle Kartenspiele enthalten unvollstédndige Information und Zufallsziige.
Bridge etwa besteht im Grunde aus zwei Spielern zu je zwei Personen,
die zum Teil nicht einmal die eigenen Karten kennen!

e Tennis oder Fuflball sind so gesehen auch Zweipersonenspiele, aber we-
der Ziige noch Positionen sind wirklich klar definiert.

e Teilweise kann man diese Punkte so umformulieren, dass sie zutreffen.
Etwa kann man fiir Punkt 5 die Gewinnbedingung so modifizieren, dass
Erreichen der Gewinnbedingung als Hindernis fiir einen weiteren Zug
gilt. Das ist jedoch eher Definitionssache.

Oft ist es schon eine mathematische Aufgabe fiir sich, die Giiltigkeit gewisser
Kriterien zu beweisen:

Links und Rechts spielen folgendes Spiel: Abwechselnd féirben sie je ein Feld
eines 3 X 7-Feldes blau bzw. rot. Links gewinnt, wenn es ihm gelingt, dass
4 blaue Felder ein Rechteck bilden, Rechts, wenn ihm dies mit den roten
Feldern gelingt. Kann es hier ein Unentschieden geben?

Die Antwort ist nein, und der Beweis ist sehr hiibsch:

Man betrachte die 7 Spalten des Feldes, die aus je 3 Feldern bestehen. Fiir sie
gibt es 23 = 8 Moglichkeiten, wie sie gefiirbt sein kénnen. Weisen 2 Spalten die
gleiche Farbung auf, so gibt es in diesen beiden sicher ein einfirbiges Recht-
eck. Wir fithren den Beweis indirekt. Nehmen wir an, es gibt eine vollstdndige
Farbung ohne einheitlich gefirbtes Rechteck. Nun unterscheiden wir 2 Félle:

1. Es gibt eine Spalte, in der alle 3 Felder gleiche Farbe haben.

Nun darf es keine weitere Spalte geben, in der diese Farbe zweimal oder
dreimal vorkommt, sonst gibt es ein solches Rechteck. Also bleiben fiir
die iibrigen 6 Spalten nur noch 4 Farbungsmoglichkeiten, weshalb es
unter diesen nach dem Schubfachschlussprinzip® 2 gleiche geben muss,
also auch ein einheitlich gefirbtes Rechteck. Dies ist jedoch ein Wider-
spruch zur Annahme.

IEin klassisches mathematisches Verfahren. Das Grundprinzip besteht darin, dass bei
willkiirlicher Verteilung von n + 1 Gegenstinden auf n Schubficher mindestens 2 Ge-
genstinde im gleichen Fach zu liegen kommen miissen. Allgemeiner miissen bei der Vertei-
lung von kn+a (a > 0) “Gegenstinden” (in diesem Fall Spalten) auf n “Schubficher” (hier
Fiarbungsmoglichkeiten) mindestens k + 1 Gegenstéinde im gleichen Schubfach landen.



2. Es gibt keine solche Spalte.

Damit bleiben fiir die 7 Spalten nur noch 6 mogliche Férbungen iibrig,
also muss es nach dem Schubfachschlussprinzip 2 gleiche geben, und
damit auch ein solches Rechteck, womit wieder ein Widerspruch erreicht
ist.

Also kann es kein Unentschieden geben, einer der beiden Spieler muss al-
so eine Gewinnstrategie haben (Satz 1.1.). Wir kénnen sogar sagen, dass es
Links, der beginnende Spieler, sein muss, denn:

Angenommen, Rechts hiitte eine sichere Gewinnstrategie. Dann kénnte Links
mit einem beliebigen Zug beginnen (schaden kann dieser sicher nicht), und
danach die Strategie fiir den Spieler Rechts verfolgen. Sollte ein dafiir notwen-
diger Zug bereits zu Beginn gemacht worden sein, dann ist es umso besser,
und man kann wiederum einen beliebigen Zug machen. Da die Strategie fiir
Rechts funktioniert, muss sie dies auch fiir Links tun, also hat damit Links
auch eine Gewinnstrategie, womit ein Widerspruch erreicht ist. Man beach-
te, dass dieser Beweis nur deshalb funktioniert, weil der “Abwartezug” von
Links fiir diesen keinen Schaden bringen kann. Allgemein gilt:

Satz 2 Bei einem Spiel ohne Unentschieden, bei dem es fiir einen Spieler in
jeder Situation sicher besser oder zumindest gleich gut ist, einen beliebigen
Zug zu machen als zu “passen”, d.h. keinen Zug zu machen, hat stets der
beginnende Spieler eine Gewinnstrategie. Gibt es auch ein Unentschieden, so
kann der nachziehende Spieler zumindest keinen Sieg forcieren.

Etwa beim Schach gilt dieses Argument (Man spricht hierbei von “Strategie-
diebstahl”) freilich nicht, denn wie der leidgepriifte Schachspieler weif}, kann
es dabei hin und wieder durchaus besser sein, zu passen als einen Fehler zu
machen. Somit darf beim Schach selbst die Moéglichkeit eines forcierten Sie-
ges fiir Schwarz nicht ausgeschlossen werden.

Im néchsten Kapitel soll nun darauf eingegangen werden, wie man normierte
Spiele behandeln kann.
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Kapitel 3

Prinzipielle Methoden zur
Analyse kombinatorischer
Spiele

3.1 Baumdiagramme

Baumdiagramme sind aus der Graphentheorie oder aus der Wahrscheinlich-
keitsrechnung wohl mehr als genug bekannt. Auch zur Analyse von Spielen -
besonders von einfachen Spielen - eignen sie sich mitunter sehr gut.

Das einfache Prinzip ist schnell erklirt: Jeder Position des Spiels wird ein
Knoten des Baumes zugeordnet, jedem Zug eine Kante, und zwar eine ge-
richtete, d.h. eine solche, bei der die Richtung, in der sie durchlaufen werden
darf, festgelegt ist. Wichtig ist dabei auch, dass gleich aussehende Stellun-
gen nicht gleich sein miissen, da das Zugrecht zu beriicksichtigen ist. Man
beachte, dass wegen Punkt 6 der Definition keine Zyklen in diesem Graph
auftauchen koénnen, weshalb er auch “Baum” genannt werden darf. An die
Enden des Baumes werden die jeweiligen Resultate geschrieben, also Sieg fiir
Links oder Rechts. Nun werden von den Enden zur Wurzel hin alle Knoten
untersucht. In jedem Knoten ist entweder Links oder Rechts am Zug. Jeder
der Ziige fithrt zu einem bestimmten Ergebnis. Ist in diesem Knoten Links
am Zug, so wird unter diesen Ergebnissen das beste fiir Links bestimmt, sonst
umgekehrt. Alle Kanten, die vom betrachteten Knoten ausgehen, werden nun
geloscht und der Knoten selbst durch dieses optimale Ergebnis ersetzt. Die
Begriindung fiir diese Vorgehensweise ist verhéltnisméfBig einfach: Der am
Zug befindliche Spieler wird selbstverstidndlich unter seinen Méglichkeiten
diejenige wihlen, die am besten fiir ihn ist. Deshalb kann beim Erreichen
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dieses Knotens davon ausgegangen werden, dass das Spiel darauthin auch
mit diesem Ergebnis enden wird. Somit kann der Knoten mit dem jeweiligen
Ergebnis gleichgesetzt werden.

Auf diese Art und Weise verfihrt man nun mit allen Knoten bis hin zur
Wurzel, wo man dann das endgiiltige zu erwartende Ergebnis erhilt, sofern
beide Spieler optimal spielen!, sowie die Strategie, die dorthin fiihrt.

Am besten lisst sich das Ganze an einem Beispiel studieren, weshalb ich hier

gleich einen Klassiker der kombinatorischen Spieltheorie vorstellen mochte:
Hackenbush.

Ausgangsposition Links enfernt eine Kante, Rechts entfernt ebenfalls eine
eine rote verschwindet dabei.

1

Links gewinnt Weitere mdgliche Ausgangspositionen

Abbildung 3.1: Ein Beispiel fiir Hackenbush

Die Regeln dieses Spiels sind hochst simpel: die Grundstellung besteht aus
einer bestimmten Anordnung von blauen und roten Kanten (beiderlei An-
zahl kann beliebig gew#hlt werden, auch z.B. 1000 rote und 1 blaue Kante

IDies ist eine Primisse, die in der Spieltheorie stets gemacht wird: die vollkommene
Rationalitéit des Menschen. Die tatsiichliche Umsetzung sei den Gentechnikern iiberlassen.
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sind erlaubt), die in irgendeiner Form “mit der Erde verbunden” sind (direkt
oder iiber andere Kanten). Die Spieler Links und Rechts nehmen abwech-
selnd Kanten davon weg, wobei Links nur blaue und Rechts nur rote nimmt.
Alle Kanten, die danach “in der Luft hingen”, also nicht mehr mit der Er-
de verbunden sind, auch nicht iiber andere Kanten, fallen mit weg. Sieger
ist - da es sich um ein normiertes Spiel handelt - derjenige, dessen Gegner
nicht mehr ziehen kann, da diesem keine Kanten mehr zur Verfiigung stehen.
Abbildung 3.1 gibt Beispiele fiir Aufstellung und fiir Ziige. Der Spielverlauf
darf freilich nicht als optimal bezeichnet werden. Weiters wird gezeigt, dass
bei der Auswahl der Startposition der Phantasie freier Lauf gelassen werden
darf.

Wir fragen uns nun, ob Rechts seinem Schicksal hétte ausweichen kénnen.
Dazu zeichnen wir den Spielbaum auf, wobei wir zunéchst eine Notation
einfithren, die uns dies erleichtern soll:

Abbildung 3.2: Hackenbush-Notation

Ein Zug wird hier einfach bezeichnet, indem die Koordinaten der weggenom-
menen Kante notiert werden. Der vollstdndige Spielgraph sieht nun so aus,
wie in Abbildung 3.3 dargestellt.

Geht man nun nach dem oben genannten Schema vor, so ergeben sich die
Schritte, wie sie in Abbildung 3.4 gezeigt sind.

Die Analyse ergibt also, dass Rechts keineswegs hiitte verlieren miissen, ja
bei genauem Spiel gewinnen hétte sollen. Sie zeigt auch, dass der Fehler von
Rechts - ndmlich C1 - durch A2 oder A3 hétte ersetzt werden sollen.

Im Prinzip ldsst sich eine solche Vorgehensweise auch auf nahezu alle anderen
Spiele verallgemeinern, auch wenn etwa mehrere Spieler beteiligt sind oder
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Abbildung 3.3: Spielbaum fiir Hackenbush. R bezeichnet hierbei Sieg fiir
Rechts, L Sieg fiir Links

Abbildung 3.4: Schritte zum Féllen des Spielbaums
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mehr als 2 verschiedene Ergebnisse moglich sind, im Folgenden wird auch
hierzu ein Beispiel gegeben werden. Jedoch wird der Aufwand, der im Zu-
ge dieses Systems betrieben werden muss, exorbitant hoch, wenn die Spiele
einigermaflen komplex werden. So ist etwa der Spielbaum fiir das bekannte
Tic-Tac-Toe bereits derart umfangreich und verzweigt, dass man schon sehr
lange brauchen wiirde, um zum richtigen Ergebnis zu kommen. Und soll-
te schlielich irgendjemand das Kunststiick vollbringen, den Spielbaum fiir
Schach aufzuzeichnen, so gebiihrt ihm unser aller Hochachtung, denn dafiir
wiirde alles Papier der Welt nicht ausreichen. Somit werden wir uns wohl
mit einer vollstdndigen Analyse fiir das Schachspiel noch ein wenig gedul-
den miissen. Allerdings wird die eben genannte Methode tatséchlich - wenn
auch in verfeinerter Form - von spielenden Computern angewandt?, etwa von
Schachprogrammen: Vereinfacht gesagt, verfolgen diese den Spielgraph fiir ei-
nige Ziige und bewerten die entstandene Stellung. Nun wenden sie das eben
erkldrte Schema an und ermitteln so den ihrer Ansicht nach stirksten Zug.

Es folgt nun ein Beispiel fiir Spiele, bei denen mehrere Ergebnisse moglich
sind, in diesem Fall ist auch das Unentschieden U moéglich. Dies sei der Spiel-
graph eines fiktiven Spiels (Links beginnt - wie in allen weiteren Spielen, bei
denen nicht beide Félle betrachtet werden):

Abbildung 3.5: Spielbaum mit Unentschieden

2Mit Erfolg, wie man sieht, denn der Schachweltmeister wurde bereits von einem Com-
puter besiegt. In anderen Spielen, wie Othello (auch als Reversi bekannt), haben Computer
lingst die Herrschaft {iber die Menschen iibernommen. Einzig im sehr komplexen japani-
schen Go-Spiel hinken sie noch stark nach.
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Dieses Spiel ist schon ein wenig komplizierter, doch konsequente Anwendung
des Schemas fiihrt zum Erfolg, und man erkennt schnell, dass Links gewinnen
sollte (Abbildung 3.6).

Abbildung 3.6: Auflésen des obigen Spiels

Nun ist das Problem an diesem Verfahren, wie bereits gesagt, die Durchfiihr-
barkeit. Zwar ist das Auflésen mit einem einfachen Algorithmus zu schaffen,
wobei die Anzahl der Schritte gleich der “Héhe” des Baumes ist (d.h. die
Anzahl der Kanten zwischen der Wurzel und dem entferntesten Endpunkt),
doch die Graphen werden mit steigender Komplexitit viel zu gro8, als dass
man sie noch verniinftig fassen kénnte. Deshalb greift man zumeist auf an-
dere Methoden zuriick, wie sie in den nichsten Kapiteln besprochen werden
sollen.

3.2 Wie viele Ziige ist (m)eine Stellung wert?

Kehren wir wieder zuriick zu unserem Hackenbush-Spiel. Aufstellungen, wie
sie im vorangegangenen Kapitel gezeigt wurden, sind zwar einfach zu analy-
sieren, da man mit einem Spielbaum durchkommt, aber auch wenig spekta-
kulédr. Wohl ein jeder Mathematiker wiinscht sich, auch jede Verallgemeine-
rung lésen zu kénnen, also in jeder beliebigen Stellung sagen zu kénnen, wer
gewinnen sollte. Dazu betrachten wir zuniichst Stellungen, bei denen rote
und blaue Kanten getrennt sind (Abbildung 3.7).

Bei diesem Spiel kénnen die Kontrahenten einander nicht in die Quere kom-
men, und weil sie ja optimal spielen, bemiihen sie sich, sich nicht selbst Kan-
ten wegzunehmen. Dies gelingt ihnen einfach, indem sie ihre Figuren schén
von oben nach unten abtragen. Wer ist nun im Vorteil?
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Abbildung 3.7: Hackenbush - Madchen und Junge

Blofles Abzéhlen zeigt uns, dass Links 15 Kanten zur Verfiigung hat, Rechts
nur 11. Das heifit, dass Links 4 Ziige mehr machen kann als Rechts und so-
mit, dass Rechts als erstem die Ziige ausgehen. In dieser Position hat Links
4 Ziige Vorsprung, die Position hat damit den Wert 4. Er sei definiert als der
Vorsprung, den Links gegeniiber Rechts hat. Ist er negativ, hat Rechts den
Vorteil.

Abbildung 3.8: Zwei Midchen - wer ist im Vorteil?

Nun schauen wir uns einmal Abbildung 3.8 an. Hier haben beide Spieler die
gleichen Voraussetzungen. Wer gewinnt also? Nehmen wir einmal an, dass
Links beginnt. Nun macht Rechts einfach jeden Zug von Links auf seiner
Seite nach. Egal, was Links macht, Rechts hat sicher noch einen Zug iibrig.
Analog kann allerdings Links gewinnen, wenn Rechts am Zug ist. Eine solche
Stellung, bei der derjenige verliert, der am Zuge befindlich ist, nennen wir
Nullposition oder Nullspiel. Sie hat den Wert 0.
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Und was ist bitte ein halber Zug?
So paradox es klingen mag, es kann durchaus Positionen geben, die einen

halben Zug oder einen anderen Bruchteil eines Zuges wert sind. Sehen wir
uns einmal die einfache Figur von Abbildung 3.9a an:

a) b ©) d)

Abbildung 3.9: Erkliarung fiir halbe Ziige

Wenn in dieser Position Links beginnt, nimmt er die blaue Kante weg, die ro-
te fallt weg - Links gewinnt. Beginnt dagegen Rechts, nimmt er seine Kante,
Links nimmt ebenfalls seine Kante und gewinnt wieder. Man kann also wohl
guten Gewissens von einem Vorteil fiir Links sprechen. Aber wie grof} ist er?
Versuchen wir, ihn zu kompensieren, indem wir Rechts einen Zug dazugeben
(Abb. 3.9b). Wenn jetzt Links beginnt, nimmt er seine Kante weg, Rechts
nimmt die, die ihm noch {ibrigbhleibt, und gewinnt. Rechts hingegen wiirde
beginnen, seine gefihrdete obere Kante zu nehmen, woraufhin beide noch
genau einen Zug machen konnen. Wieder gewinnt Rechts. Der Vorteil aus
Figur 3.9a scheint also {iberkompensiert worden zu sein. Er muss also einen
Wert zwischen 0 und 1 haben, wir vermuten % Diese Vermutung kénnen wir
bestitigen, indem wir Stellung 3.9a zweimal nehmen, was einen Vorteil von
2. % = 1 ergeben sollte, und zum Ausgleich Rechts einen Zug dazugeben. Wir
erhalten Stellung 3.9c. Beginnt in dieser Links, so muss er eine seiner beiden
Kanten wegnehmen und hinterlisst Stellung 3.9b, die ja fiir Rechts gewonnen
ist. Beginnt aber Rechts, so kann er entweder eine der oberen oder die untere
Kante nehmen. Im ersten Fall nimmt Links darauf die jeweils andere Kante
weg, also die, mit der noch eine Kante von Rechts wegfillt. Dann haben beide
noch einen Zug, also gewinnt Links. Im anderen Fall nimmt Links eine seiner
Kanten weg, womit Stellung 3.9a entstanden ist, die ja Links gewinnt.
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Aus diesen Uberlegungen sieht man, dass Links gewinnt, wenn Rechts am
Zug ist und umgekehrt. Wir haben es folglich mit einer Nullposition zu tun,
womit unsere Vermutung bestéitigt wére.

Das Interessante daran ist vor allem, dass es nicht allein auf die Anzahl
der Kanten ankommt, sondern auch auf die Positionierung. So ist 3.9a fiir
Links vorteilhafter als 3.9d, denn erstere hat den Wert %, die andere den
Wert 0.

Versuchen wir als néchstes, komplexeren Positionen Werte zuzuordnen.

Abbildung 3.10: Komplexere Hackenbush-Positionen

Die erste Frage, die wir uns stellen wollen: hat Position 3.10a oder 3.10b
den groBeren Wert? Fiir Position 3.10b ist die Frage nach dem Wert leicht
beantwortet, denn sie setzt sich aus 2 bekannten Positionen zusammen, deren
Gesamtwert ist 1%. Fiir Position 3.10a ist die Losung etwas schwieriger zu
finden. Wie man solche Werte mit einer Regel bestimmen kann, sei spéter
erklirt. Hier beweisen wir die Vermutung, dass diese Position den Wert 1%
hat, indem wir als Kompensation Rechts 15 Ziige dazugeben (Abb. 3.10c) und
beweisen, dass es sich dann um ein Nullspiel handelt. Jeder der beiden Spieler
hat eine bedrohte Kante. Der am Zug befindliche kann nun entweder die
bedrohte Kante des Gegners wegnehmen oder seine eigene bedrohte Kante in
Sicherheit bringen (Rechts hat noch eine Alternative, ndmlich, seine einzelne
Kante zu nehmen, dies ist jedoch klarerweise nicht giinstig). In jedem Fall
reagiert der Gegner genauso und hinterlésst damit eine Situation, in der beide
noch je eine oder 2 Kanten haben. Diese Situation gewinnt dann freilich der,
der nicht ziehen muss. Somit verliert auch in der urspriinglichen Situation
der am Zug befindliche Spieler, und damit handelt es sich um ein Nullspiel.
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Ahnlich verfahren wir auch mit Position 3.10d. Sobald hier Links zum
Zug kommt, gewinnt er, denn er eliminiert alle Kanten. Somit muss diese
Position vorteilhaft fiir Links sein, also einen positiven Wert haben. Versu-
chen wir wieder, diesen Vorteil auszugleichen, und geben Rechts % Zug dazu
(Abb. 3.10e). Links am Zug muss entweder die linke Kante nehmen und eine
Situation vom Wert —3 zuriicklassen (dieser Wert ist ja schon bekannt) oder
die rechte Kante nehmen, worauf Rechts die oberste Kante nimmt und eine
Situation vom Wert £ — 1 = —1 zuriicklésst, in beiden Féllen mit Sieg fiir
Rechts. Rechts am Zug dagegen nimmt die oberste Kante und hinterlisst ei-
ne Nullposition, die Links am Zug verliert. Daraus schlieBen wir wieder, dass
der Vorteil iiberkompensiert worden ist, und vermuten fiir Position 3.10d
den Wert i, was sich mit Hilfe der Figur 3.10f auch zeigen léisst, denn bei ihr
handelt es sich um eine Nullposition.

Auf dhnliche Weise lassen sich auch Werte anderer einfacher Positionen be-

stimmen, etwa:
Ya \/I 1/ 0 %o 1%
| | [ 2 [ 2

Abbildung 3.11: Werte verschiedener Hackenbush-Positionen

So einfach wie maoglich - die Finfachheitsregel:

Welche Werte tauchen eigentlich bei Hackenbush-Positionen iiberhaupt auf?
Unsere bisher gefundenen Werte legen nahe, dass als Werte alle Briiche der
Form g moglich sind, wobei a, k ganze Zahlen sind und & > 0 ist. Das sind
auch tatsichlich alle moéglichen Werte fiir endliche Hackenbush-Positionen.
Fiir unendliche Positionen kénnen sich auch andere Werte ergeben, wie man
spéter sehen wird. Wie man nun den Wert einer beliebigen Position aus den
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Werten fiir einfachere Positionen explizit herleiten kann, soll hier gezeigt wer-
den: betrachten wir einmal folgende einfache Position (Abbildung 3.12).

Abbildung 3.12: Die Position {01}

Sie hat, wie wir bereits festgestellt haben, den Wert %, doch das tut im Mo-
ment nichts zur Sache. Die beste - weil einzige - Option, die Links in dieser
Situation hat, ist, die eine Kante zu entfernen, womit eine Stellung vom Wert
0 entsteht. Das Beste, was Rechts tun kann, ist, eine Stellung vom Wert 1
zuriickzulassen. Wir schreiben nun fiir diese Position {0 |1}, ebenso verfah-
ren wir fiir alle anderen Positionen, indem wir in die geschwungene Klammer
die besten Optionen fiir Links bzw. Rechts schreiben.

Auflerdem schreiben wir nun {0 |1} = £, denn die Position hat den Wert
%. Unsere erste Vermutung mag nun sein, dass der Wert immer gleich dem
arithmetischen Mittel der beiden Optionen ist. Dies ist jedoch leider falsch.
Statt dessen gibt es die sogenannte Einfachheitsregel, die es ermoglicht, den
Wert einer Position aus den besten Optionen fiir Links und Rechts zu be-
stimmen:

Satz 3 Der Wert einer Position liegt tmmer strikt zwischen den beiden Op-
tionen fiir Links und Rechts. Der Wert ist - wenn er tdberhaupt als Zahl
definiert ist (auch davon sind manchmal Ausnahmen mdglich) - stets der
einfachste in diesem Intervall, d.h. jener, ber dem im Nenner der Bruchdar-
stellung (gekiirzter Bruch!) die niedrigste Zweierpotenz auftritt. Bei mehreren
natirlichen Zahlen im Intervall ist die betragskleinste zu wdhlen.

Beispiele hierfiir sind etwa:

Bla=1 {§l11=5 {51} =0
Gl =% (lz=1 {o3)=1
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Es gibt nur einen Fall, dass es zwei Werte im gleichen Intervall gibt, die
gleich einfach sind: ndmlich mehrere ganzzahlige Werte. Der Beweis hierfiir
ist einfach, denn von 2 aufeinanderfolgenden Briichen mit gleichem Nenner
(Zweierpotenz) muss es einen geben, dessen Zihler durch 2 teilbar ist. Dieser
lasst sich dann aber kiirzen.

Man bemerkt unter anderem: haben die beiden Optionen verschiedene Vor-
zeichen, so ist der Wert stets Null.

Jeder gekiirzte Bruch, der eine Zweierpotenz im Nenner stehen hat, besitzt
eine sogenannte einfachste Darstellung in Form von 2 Optionen, und zwar
wie es hier gezeigt ist (ein leeres Feld bedeutet, dass der betreffende Spieler
am Zug gar keine Zugmoglichkeit mehr hat):

0={[} nt+l={nl]} —n-1={|n} Fr={5I5%

Man fragt sich nun unwillkiirlich, ob es nicht auch irgendwelche Positionen
geben kann, die Werte wie z.B. % haben. Antwort: es gibt sie, aber sie sind
nicht endlich! Um diese Idee zu illustrieren, sehen wir uns einmal die folgende
Folge von Positionen an:

Abbildung 3.13: Eine Folge von Hackenbush-Positionen, die gegen % konver-
giert

Ihre Werte sind durch folgende Formel bestimmt:

el GV L SN B A ot
T3l 303 2
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Der rechte Teil dieses Ausdrucks strebt wegen ‘—%‘ < 1 gegen 0, also strebt
der gesamte Ausdruck gegen % Somit hat die unendliche, blau-rot-alternierende
Hackenbush-Kette paradoxerweise genau den Wert % 13 Ganz #hnlich 14sst
sich auch eine Hackenbush-Kette mit dem Wert 3 finden (Abb. 3.14).

Allgemein kann man sogar Ketten fiir beliebige reelle Werte finden, die genau

Abbildung 3.14: Hackenbush-Ketten der Werte 2 und 3

dann endlich sind, wenn der Wert rational mit einer Zweierpotenz im Nenner
ist und genau dann periodisch, wenn sie rational mit einem anderen Nenner
sind. Um eine solche Kette zu finden, verwendet man die sogenannte Berle-
kamp’sche Regel (nach E. Berlekamp, einem iiberaus bedeutenden Vertreter
der kombinatorischen Spieltheorie):

Man schreibe den gebrochenen Anteil der Zahl in bindrer Darstellung, etwa:

! = 0.001

8

3

1- = 1.11

4

)

3- = 3.101

8

2

3 = 0.1010101...

3Die Spieldauer ist iibrigens dennoch endlich, denn wird eine beliebige Kante genom-
men, dann bleiben nur noch endlich viele Kanten tibrig.
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4

1? = 1.100100100...
2% = 2.100110011001...

Nun ersetze man den ganzzahligen Anteil durch ebensoviele blaue Kanten,
das Komma, durch eine blaue und eine rote Kante und jede weitere Eins durch
eine blaue Kante bzw. jede weitere Null durch eine rote Kante. Im Falle einer
endlichen Binérdarstellung muss die letzte Eins jedoch weggelassen werden
(bei einer unendlichen Darstellung gibt es eine solche ja gar nicht).

Das funktioniert theoretisch auch bei transzendenten Zahlen. So hat etwa =«
die folgende Darstellung:

7 = 3.00100100001111110110101010001000100001011010001 . ..

Deshalb hat folgende Hackenbush-Kette den Wert :

Abbildung 3.15: Auch 7 ist als Wert einer Hackenbush-Position mdglich!
Negative Zahlen bilden inverse Ketten, die dann mit einer roten Kante be-

ginnen. Das ganze Muster lisst sich auch umgekehrt anwenden, d.h. es lisst
sich zu jeder Hackenbush-Kette sofort explizit ihr Wert angeben.
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Hackenbush gut und schon - aber was gibt’s noch?

Die soeben vorgestellte Methode mit der Bestimmung des Wertes von Posi-
tionen (in der Einheit Ziige) ldsst sich fiir eine ganze Reihe weiterer kombi-
natorischer Spiele anwenden, von denen ich nur exemplarisch 2 herausgreifen
mochte:

Kuchenschneiden:

Die Mutter von Alice und Bob hat einen rechteckigen Gitterkuchen gebacken,
den die beiden nun teilen sollen: Alice bekommt ein Messer und teilt in waag-
rechter Richtung, Bob in senkrechter, abwechselnd teilen sie je ein Rechteck
in 2 kleinere. Es verliert wie immer, wer nicht mehr teilen kann. Wir wol-
len nun - abhiingig von Linge und Breite des Kuchens - bestimmen, wer im
Vorteil ist. Ein einzelnes Einheitsquadrat erlaubt keinem einen Zug, also ist
es eine Nullposition. Das 1 x 2-Rechteck bietet demjenigen Vorteil, der es
zerschneiden darf (abhingig von der Ausrichtung), und zwar einen Zug, das
1 x 3-Rechteck bietet 2 Ziige, das 1 x 4-Rechteck 3, etc. Das 2 x 2-Quadrat
ist dquivalent zu {—2| 2}, also ist es eine Nullposition. Das 2 x 3-Rechteck ist
schon etwas schwieriger. Nehmen wir an, es habe 2 horizontale und 3 vertika-
le Linien, der umgekehrte Fall verlduft klarerweise analog. Da die vertikalen
Linien in der Uberzahl sind, moéchte man meinen, dass Bob gewinnt, denn
er hat eine Zugmoglichkeit mehr. Dies ist jedoch nicht richtig, denn er muss
nach seinem Zug ein 2 X 1- und ein 2 x 2-Rechteck hinterlassen, was Alice
14+ 0 = 1 Zug Vorteil gibt. Umgekehrt kann aber auch Alice am Zug nicht
gewinnen, denn ihre einzige Er6ffnung gibt Bob 4 Zugmoglichkeiten. Also ist
2 x 3 auch eine Nullposition.

Nun wollen wir eine Tabelle anlegen. Hier tragen wir zuniichst die eben

herausgefundenen Werte ein. Dann gehen wir fiir eine weitere Position fol-
gendermafien vor: Wir bestimmen zu jeder Schnittméglichkeit, die Alice bzw.
Bob am Zug hat, den resultierenden Wert. Das ist immer md&glich, denn beim
Schnitt entstehen stets 2 kleinere, also bereits untersuchte Stiicke, deren Wer-
te wir nur zu addieren brauchen. Unter allen Werten suchen wir den jeweils
besten und bestimmen daraus den Wert der Ursprungsposition nach der Ein-
fachheitsregel. Die Tabelle, die sich daraus ergibt, weist eine bemerkenswerte
Form auf:
Es bildet sich ein Muster aus Gruppen von Feldern mit gleichem Wert, die
jeweils zusammen ein Quadrat bilden. Diese Quadrate wiederum haben nach
innen hin eine Seitenléinge von 1,2,4, ..., wobei sich auch hier der bemer-
kenswerte Zusammenhang mit Zweierpotenzen zeigt.
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Abbildung 3.16: Tabelle fiirs Kuchenschneiden

Aus dieser Tabelle kann man nun unmittelbar beliebige Werte ablesen, z.B.:

5 x 8-Rechteck - Wert -1 11 x 9-Rechteck - Wert 0
4 x 6-Rechteck - Wert 0 18 x 6-Rechteck - Wert 3

Kréten-und-Frésche:

Dieses Spiel wird auf einem rechteckigen Feld gespielt, auf dem in jeder Reihe
eine Krote und ein Frosch stehen. Links zieht die Kréten, und zwar stets nach
rechts. Ebenso zieht Rechts die Frosche, und zwar stets nach links. Die Tiere
diirfen in jedem Zug entweder ein Feld weiter, oder, wenn das gegnerische
Tier direkt davor steht, iiber dieses hinwegspringen und auf dem dahinterlie-
genden Feld stehenbleiben. Sieger ist derjenige, dessen Gegner mit all seinen
Tieren am Rand angelangt ist und somit zugunfihig ist. Abbildung 3.17 zeigt
eine mogliche Position, bei der blaue Kreise Kréten und rote Kreise Frosche
symbolisieren.

Wer gewinnt nun dieses Spiel und mit wieviel Vorsprung? Zur Beantwortung
dieser Frage miissen wir nur die Werte der Positionen in den einzelnen Reihen
bestimmen und sie addieren.

Um die einzelnen Werte zu bestimmen, machen wir eine Aufstellung aller

iiberhaupt moglichen Positionen mit 4 Feldern und bestimmen nacheinander
die Werte nach der Einfachheitsregel (Abbildung 3.18).
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Abbildung 3.17: Kr6ten und Frosche

[ ] [
0
[ o] [o] [o] [e] |
- 2
[ [ [e]e] [ Je[e[ | [s]e] ]
-1 0 1
[ [ lele] [ Jo[e] | [e]e] | |
2 0 2
[ o] [o] [e] [o] ]
1 1
L) [ ]
0

Abbildung 3.18: Positionen von Kréten-und-Frosche
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Die unterste Stellung ist ersichtlicherweise eine Nullposition, denn keiner der
Spieler kann noch ziehen. Die Positionen dariiber bieten Links bzw. Rechts
einen Zug Vorsprung. In der Reihe dariiber sind die beiden dufleren Positio-
nen simpel: Links bzw. Rechts hat 2 Ziige Vorsprung. Die Position in der
Mitte ist wiederum eine Nullposition, denn der am Zug befindliche Spieler
muss die fiir ihn nachteilige Stellung darunter herbeifiihren. Die Stellungen
in der 3.Zeile auflen sind etwas komplizierter: Nehmen wir z.B. die linke Po-
sition. Links kann hier keinen weiteren Zug machen, Rechts am Zug muss
eine Nullposition herbeifiihren. Somit hat die Stellung den Wert {|0} = —1
(nach der Regel, dass —n — 1 = {| — n} ist). Analog hat die Stellung rechts
auBen den Wert 1. Die Position in der Mitte ist eine Nullposition, der Spieler
am Zug muss eine fiir ihn ungiinstige Position herbeifiihren. Die beiden Posi-
tionen in der zweiten Reihe haben die Werte {—1|0} = —% baw. {0| 1} = 3,
und die oberste ist wieder eine Nullposition.

Nunmehr kénnen wir ganz einfach den Wert der Stellung in Abbildung 3.17
bestimmen: Er lautet £ +0+ 0+ (—1) + 1 = 0, also gewinnt der Spieler, der
gerade nicht am Zug ist.

3.3 Nim und Nim-Zahlen - das neutrale Spiel

Was ist ein neutrales Spiel?

Bis jetzt haben wir uns nur mit Spielen befasst, bei denen die Spieler ver-
schiedenartige Ziige machen (d.h.: Trennung blau-rot, horizontal-vertikal).
Bei einem neutralen Spiel diirfen beide Spieler in der gleichen Situation
die exakt gleichen Ziige machen, Trennung gibt es nicht. Die dazugehori-
ge Hackenbush-Version arbeitet mit griinen Kanten, die von beiden Spielern
genommen werden diirfen, doch dieses Spiel mochte ich einstweilen beiseite
lassen. Stattdessen wende ich mich einem anderen Klassiker der kombinatori-
schen Spieltheorie zu, ndmlich dem Spiel Nim, das von C.L.Bouton analysiert
wurde:

Dieses Spiel besteht aus Haufen von Steinen (Miinzen,...). In jedem Zug darf
der Spieler eine beliebige Menge von einem beliebigen Haufen nehmen. Sieger
ist derjenige, der den letzten Stein nimmt.

Wir stoflen hier gleich auf eine neue Form des Werts: Es gibt Positionen, bei
denen der am Zug befindliche Spieler gewinnt! Ein triviales Beispiel dafiir ist
die Position mit genau einem Haufen mit einem Stein. Welchen Wert geben
wir dieser Position? 0 kann es nicht sein, denn dann wiirde der Spieler am
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Abbildung 3.19: Eine einfache Nim-Position

Zug verlieren. Die Position gibt aber auch keinem der Spieler einen Vorteil
(der jeweilige Vorteil ist vom Zugrecht abhingig, nicht von der Position!),
also ist der Wert auch nicht positiv oder negativ. Wir miissen ein neues
Zeichen einfithren, ndmlich *, gesprochen “Stern”. Die dazugehérige Spielsi-
tuation, ndmlich dass der am Zuge befindliche Spieler gewinnt, nennen wir
“unscharf”. Bei Nim, genauso wie bei allen anderen neutralen Spielen, gibt
es nur unscharfe und Nullpositionen, keine Stellung ist unabhéngig vom Zug-
recht zu gewinnen.

Wie soll man nun einem solchen Spiel beikommen?

Dazu fithren wir gleich noch einen neuen Begriff ein, ndmlich den der Nim-
Zahlen. Ein einzelner Haufen mit n Steinen habe den Nim-Wert #n (Sprich:
“Nim-n"), ein Spiel aus mehreren Haufen sei als die Summe aller dieser Nim-
Zahlen definiert. Die zu erreichende Situation (alle Steine entfernt) hat kla-
rerweise den Wert *0, und alle weiteren Nullpositionen haben auch den Wert
0. Alle anderen Nim-Werte (%1, %2, ...) sind unscharf. Versuchen wir nun,
ein wenig Nim-Arithmetik zu betreiben:

Paare gleich grofler Haufen heben sich auf, denn wenn ein Spieler eine belie-
bige Anzahl von einem Haufen nimmt, kann der andere Spieler die gleiche
Anzahl vom anderen Haufen nehmen. So geht das stets weiter, bis nichts
mehr vorhanden ist. Damit gewinnt der zweite Spieler, wir haben es also mit
einer Nullposition zu tun. Dies kénnen wir anschreiben als: *n + xn = %0
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Andererseits ergibt die Summe zweier ungleicher Stapel wieder ein unscharfes
Spiel und damit eine Nimzahl, denn es kann durch Herabsetzen des groferen
Haufens auf die Grofle des kleineren Haufens gewonnen werden. Betrachten
wir nun etwa das Spiel mit drei Stapeln zu 1, 2 und 3 Steinen. Es ist eine
Nullposition, denn jeder Zug verliert: Reduzieren eines Haufens auf 0 Steine
hinterldsst 2 ungleiche Stapel und damit eine unscharfe Position. Der Zug,
der den 2-er Stapel auf einen Stein reduziert, wird durch Wegnahme des
gesamten 3-er Stapels beantwortet. Nimmt man vom 3-er Stapel 1 oder 2
Steine, so hinterldsst man 2 gleiche Stapel, was durch Wegnahme des dritten
Haufens beantwortet wird. Somit kénnen wir schreiben:

%1 + %2 4+ %3 = %0 oder * 1+ %2 = %3 oder *2+ x3 = x1 oder *3 + *1 = %2

Ahnlich kann man auch die Formeln *1 + %4 + %5 = %0 und %2+ %4 + x6 = %0
herleiten. Mit diesem Wissen kénnen wir uns schon in Nim-Arithmetik iiben:

*¥3+ %0 = %1 + %2 + %5 = %2 + %4 = *6 = *3 + %5 + %6 = %0

Wir haben also eine weitere Gleichung hergeleitet - und siehe da, die Stellung
mit 3 Haufen zu 3, 5 und 6 Steinen ist tatsichlich eine Nullposition.

Nun kénnte man eine grofie Nim-Additionstafel anlegen, um schwierigere
Additionen durchzufiihren, aber es gibt ein System, mit dem man beliebige
Nim-Additionen schnell durchfithren kann. Dieses System verwendet nur 2
Regeln:

e Die Nim-Summe von verschiedenen Zweierpotenzen ist gleich ihrer gew6hn-
lichen Summe, z.B. x4 + %8 = %12 oder *2 + %16 = %18.

e Die Nim-Summe gleicher Zahlen ist Null.

Somit kann man folgendermafen addieren:

Man schreibt die Zahlen als Summe verschiedener Zweierpotenzen an (das ist
immer méglich - gewohnliche Bindrdarstellung) und streicht Paare gleicher
Potenzen weg. Abschliefend kann man gew6hnlich addieren. Beispiele dafiir
sind:

x5 + %8 + %14 = (%1 + x4) + (x8) + (%2 + x4 + *8)
= x1 4+ %2 = %3
%17 + %30 + 57 = (%1 + %16) + (%2 + x4 + 8 + *x16) + (1 + *8 + x16 + x32)
= %24 %4+ %16 + x32 = %54
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Anders angeschrieben entspricht dieses System einer Addition im Zweiersy-
stem ohne Ubertrag:

5 = 0101 17 = 010001
8 = 1000 30 = 011110
14 = 1110 57 = 111001
3 = 0011 54 = 110110

Die Sprague-Grundy- Theorie fiir neutrale Spiele:

R.P.Sprague und P.M.Grundy haben unabhingig voneinander gezeigt, dass
man die Theorie der Nim-Zahlen auf alle neutralen Spiele iiberhaupt iibert-
ragen kann.

Dazu brauchen wir zuerst einmal einen neuen Begriff, ndmlich den der Sum-
me zweier Spiele:

Es seien S und T zwei Spiele, bei denen es sich sogar um einfache einzelne
Nim-Haufen handeln kann. Dann ist ihre Summe S+T = U nichts anderes als
beide Spiele nebeneinander, wobei jeder Spieler in jedem Zug nur in genau ei-
ner der Komponenten ziehen darf. So ist etwa das Spiel aus 2 Nim-Haufen zu
3 und 5 Steinen die Summe der beiden Spiele, die aus je einem Nim-Haufen
zu 3 bzw. 5 Steinen bestehen.

Nun betrachten wir einmal das Spiel Poker-Nim. Es funktioniert genauso wie
das bereits bekannte Nim, allerdings diirfen die Spieler bereits genommene
Steine anstelle eines normalen Zuges auf einen der Haufen legen. Was ist zu
diesem Spiel zu sagen? Die Antwort ist duflerst einfach - wer eine Position
beim normalen Nim gewinnen kann, kann dies auch beim Poker-Nim! Denn
legt der Gegner eine bestimmte Anzahl Steine auf einen Haufen, dann nimmt
man sie einfach alle wieder weg. Auf diese Weise hilft dem Gegner seine Vor-
gehensweise nicht, irgendwann werden ihm die Steine ausgehen. Also gibt es
keinerlei strategischen Unterschied zwischen Nim und Poker-Nim.

Durch Anpassung dieses Arguments kann man alle neutralen Spiele auf die
Form des Nim zuriickfithren. Dabei hilft die sogenannte Mex-Regel.

31



Die Mez-Regel:
Wir sehen uns dazu zunéchst das neutrale Spiel - nennen wir es S -
{%0, 1, %2, x4, %7, %8, x11| % 0, x1, x2, x4, x7, %8, %11}

an, wobei links die Optionen fiir Links stehen, rechts die fiir Rechts. Im Grun-
de ist das nichts als eine etwas eigenartige Form von Nim-Haufen: Man kann
aus ihm einen gew6hnlichen Haufen der Gréfie 0,1,2,4,7,8 oder 11 machen.
Dazu kénnen wir uns einen Haufen der Gréfe 3 vorstellen (Dies ist die erste
Zahl, die fehlt!), von dem aus man auch einen Haufen der Grofe 4,7,8 oder
11 erreichen kann. Die letztere Option erweist sich als belanglos, denn auf-
grund des vom Poker-Nim her bekannten Arguments niitzt das dem Spieler
nichts. Um es etwas mathematischer auszudriicken: Hat der Spieler am Zug
fiir das Spiel x3+T+U +..., wobei T, U, ... weitere Spiele sind, etwa weitere
Nim-Haufen, eine Gewinnstrategie, so hat er sie auch fiir S+7 4+ U + ...,
denn die zusétzliche Freiheit, die S bietet, kann ihm ja nicht schaden. Verliert
dagegen der Spieler am Zug *3+7T+U +. . ., so hilft ihm auch die zusétzliche
Freiheit nichts, wie das beim Poker-Nim angewandte Argument zeigt, und er
verliert auch bei S +7T + U +.... Somit sind die Spiele x3+7 4+ U + ... und
S+ T+ U+ ... gleichwertig, und S kann wie *3 behandelt werden. Diese
Vorgehensweise lisst sich auf alle neutralen Spiele anwenden, denn alle haben
die Elementarposition *0 gemeinsam, und somit lassen sie sich schrittweise
auf Nim-Zahlen (nach der eben genannten Methode) reduzieren.

Diese Methode kann man auch allgemein als Regel formulieren. Sie heifit
Mex-Regel, der Name entstammt dem Englischen (minimal excluded num-
ber):

Satz 4 Haben Links und Rechts in einem bestimmten Spiel die gleichen Op-
tionen (Definition des neutralen Spiels) xa, xb, xc, ..., dann entspricht diese
Position dem Nim-Haufen *n, wobei n die kleinste natirliche Zahl ist, die
nicht unter den Zahlen a,b,c, ... vorkommdt.

Beispiele fiir neutrale Spiele, die so analysiert werden kénnen, finden sich in
Teil III.
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3.4 Go-Moku und n-in-einer-Reihe - die Hales-
Jewett-Paarung:

Vier-gewinnt ist ein bekanntes und beliebtes Gesellschaftsspiel, das es in di-
versen Ausfithrungen gibt. Fiir Mathematiker ist natiirlich immer die Verall-
gemeinerung solcher Dinge interessant. Fiir unsere Betrachtungen wollen wir
einmal die Schwerkraft vernachliissigen* und unser Spiel auf einem beliebig
grofien karierten Feld spielen. Abwechselnd setzen die Spieler einen Spielstein
ihrer Farbe (oder firben ein Feld in ihrer Farbe, ...). Sieger ist, wem es ge-
lingt, n Steine in eine Reihe zu bringen, wobei n eine festgelegte positive
ganze Zahl ist.

Es ist leicht ersichtlich, dass es stets besser oder zumindest gleich gut ist,
einen Stein zu setzen als dies zu unterlassen. Somit gilt Satz 1.2., weshalb
entweder Links gewinnen oder Rechts ein Unentschieden forcieren kann. Es
stellt sich uns nunmehr die Frage, fiir welche n was der Fall ist. Klar ist
jedenfalls, dass Links fiir n = 1,2,3,...,k — 1 gewinnen kann, sollte er dies
auch fiir n = k£ kénnen. Somit bleibt nur noch die Suche iibrig, welches das
maximale n ist, fiir das Links gewinnen kann. Dazu gibt es 2 Félle:

1.Fall: Die Reihe darf nur waagrecht oder senkrecht sein.

Sehr leicht ldsst sich eine allgemeine Strategie finden, wie man 4-in-einer-
Reihe unter diesen Voraussetzungen gewinnen kann. Als schon schwieriger
erweist sich das Problem, zu beweisen, dass dies fiir n = 5 nicht mehr méglich
ist. Fiir solche Zwecke haben die Mathematiker A. W. Hales und R. 1. Jewett
eine geniale Methode gefunden, die man nach ihnen die Hales-Jewett-Paarung
nennt (Abb. 3.20).

Man sieht, dass immer 2 Felder durch eine Linie verbunden sind. Die Strate-
gie von Rechts besteht nun darin, auf die Besetzung eines Feldes durch den
Gegner mit der unverziiglichen Besetzung des damit verbundenen Feldes zu
reagieren. Dadurch erreicht man stets ein Unentschieden, denn wie auch im-
mer 5 Felder in einer waagrechten oder senkrechten Reihe angeordnet sind,
sie bedecken ein Paar. Also miisste Links zum Sieg irgendein Paar vollsténdig
besetzen, was Rechts mit seiner Strategie unmdoglich macht.

“Bei Vier-Gewinnt darf bekanntlich nur “obenauf” gesetzt werden, was in der Praxis
durch das Einwerfen der Spielsteine realisiert wird.
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Abbildung 3.20: Hales-Jewett-Paarung

Somit lautet die Antwort fiir den ersten Fall n = 4, doch was ergibt sich fiir
den zweiten?

2.Fall: Die Reihe darf auch diagonal sein.

Dies ist eines der noch immer ungel6sten Probleme in der Spieltheorie. Die
einzigen bekannten Grenzen sind, dass es fiir 5-in-einer-Reihe (diese Form
wird auch Go-Moku oder Go-Bang genannt) eine sichere Gewinnstrategie
gibt, und dass 8-in-einer-Reihe sicher unentschieden ist. Fiir 9-in einer-Reihe
gibt es eine wunderschone Hales-Jewett-Paarung (Abb. 3.22), und fiir 8-in-
einer-Reihe hat eine Gruppe aus Amsterdam unter dem Pseudonym T.G.L.
Zetters eine kompliziertere Paarung gefunden. Uber die Fille n = 6 und
n = 7 weil man aus mathematischer Sicht noch eigentlich nichts. Rein intui-
tiv diirften diese beiden Fille zwar bei bestem Spiel unentschieden enden, wie
ich mir von einem Experten des Fachs versichern lief, doch bleibt der mathe-
matisch exakte Beweis ausstindig, zumal es an brauchbaren Methoden fiir
eine solche Beweisfiihrung mangelt. Dieses Spiel bleibt also wohl noch lingere
Zeit eines von jenen Problemen, die zwar leicht formuliert, aber schwer zu
behandeln sind.®

SDieses Problem wurde sogar 1994 fiir die internationale Mathematik-Olympiade vor-
geschlagen, allerdings fiir 11-in-einer-Reihe

34



e DL A DL I LD 4
AKEANNINAKEINANNAKEINMNEAKEINMIN
SN AKNEINNAKANEINNAKANEINNAKAT
A S
SnrAKEINT 1 EANNIDAKES
AKEINMINAKEIN NN AKEI NN NAKEI NN
SR RN EIN AL NNEINNAKNNE NN KT
AKNNEINNAKANEINN AL NEINNAKANES

TN EAKE NN AKEINNNNAKEI NN AKE:S
<__::=”>l<__::==ll>l<__::=:”>l<__::::”>

Abbildung 3.21: Hales-Jewett-Paarung fiir 9-in-einer-Reihe

Frank Harary hat eine weitere Verallgemeinerung dieses Spiels vorgeschla-
gen: Die Spielregeln bleiben gleich, jedoch soll nicht einfach eine gerade Linie
erzeugt werden, sondern ein beliebiges Polyomino (abgeleitet von Domino),
d.h. eine zusammenhéngende Anordnung von Einheitsquadraten. Es gewinnt,
wer die vorgegebene Form bilden kann.

Wir nennen ein Polyomino einen Gewinner, wenn Links einen Gewinn forcie-
ren kann, andernfalls einen Verlierer. Bis auf eine Ausnahme ist das Problem
fiir alle Polyominos gel6st.

Es muss freilich darauf hingewiesen werden, dass jedes Polyomino, das einen
Verlierer beinhaltet, selbst auch ein Verlierer sein muss. Abbildung 3.22 zeigt
zunéchst alle Gewinner. Die “Schlange” aus 6 Quadraten ist der angespro-
chene ungeloste Fall. Vermutlich ist er auch ein Gewinner, es ist jedoch noch
nicht vollstdndig bewiesen, dass es so ist. Fiir die iibrigen Figuren ist eine
sichere Gewinnstrategie bekannt. Die Verlierer kann man andererseits alle-
samt mit Hales-Jewett-Paarungen bestimmen (Abb. 3.23).
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Abbildung 3.22: Alle Gewinner-Polyominos
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Abbildung 3.23: Hales-Jewett-Paarungen fiir alle Verlierer
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Ich selbst habe noch ein weiteres dhnliches Spiel analysiert, das auf einem
Feld aus gleichseitigen Einheitsdreiecken gespielt wird.® Hierbei geht es dar-
um, Polyamonds (Abgeleitet vom englischen Wort fiir Karo - diamonds) zu
bilden. Eine detaillierte Analyse findet sich unter den Beispielen in Teil III.

Es wurde sogar iiber Spiele in mehreren Dimensionen nachgedacht, so hat
etwa S.W. Golomb eine Hales-Jewett-Paarung fiir 8-in-einer-Reihe in einem
8 x 8 x 8-Wiirfel gefunden. Hales und Jewett haben n-in-einer-Reihe in einem
k-dimensionalen n x n X ... X n-Hyperwiirfel untersucht und bewiesen, dass
Links gewinnen kann, wenn £k grofl gegen n ist. Umgekehrt endet das Spiel
unentschieden, wenn n sehr groff gegen k ist. Uber den Fall jedoch, dass k
und n anndhernd gleich grof sind, ist nichts bekannt.

6 Jedenfalls konnte ich dieses Spiel in keiner meiner Quellen finden, womit freilich nicht
garantiert ist, dass keiner vor mir diese einfachen Analysen vorgenommen hat. Ich bezweifle
stark, dass ich der erste bin.
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Kapitel 4

“Ad hoc”-Methoden zur
Analyse kombinatorischer
Spiele

Im vorigen Kapitel wurden “klassische” Methoden gezeigt, wie sie von grofien
Spieltheoretikern ausgearbeitet worden sind. Nun soll gezeigt werden, dass
man zuweilen auch mit einfachen “Tricks” durchkommen kann und sich so
etwa die langwierigen Anwendungen der eben vorgefithrten Regeln erspart.
Manche von diesen “Tricks” funktionieren sehr oft und sehr gut, weshalb ich
sie hier kurz vorzeigen méchte:

4.1 Riickwirtsinduktion und die Suche nach
Gewinnstellungen

Weil sich bekanntlich alles leichter an einem Beispiel erkliren lésst, méchte
ich auch hier auf ein solches zuriickgreifen:

Alice und Bob haben ein Stiick Schokolade, von dem in jedem Zug eine Rippe
beliebiger Groéfle abgebrochen und aufgegessen wird, wobei die Bruchlinie
entlang der vorgegebenen Trennlinien verlaufen und ganz durchgehen muss.
Es verliert, wer das letzte Stiick in der Ecke essen muss, denn dieses ist
schimmlig und damit ungeniefibar.

Man erkennt sofort, dass es sich hierbei um ein neutrales Spiel handelt, denn

beide machen exakt die gleichen Ziige. Es léige also nahe, die Theorie der Nim-
Zahlen hierauf anzuwenden. Es geht jedoch auch schneller und eleganter:
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Wir nennen eine Stellung eine Gewinnstellung, wenn es gewinntrichtig ist, sie
zuriickzulassen, eine Verluststellung, wenn dies nicht der Fall ist. So ist das
1 x 1-Quadrat eine triviale Gewinnstellung, denn wenn man sie zuriicklésst,
dann muss der Gegner dieses Stiick essen. Wir versuchen nun, weitere solche
Gewinnstellungen zu finden. Dabei hilft uns folgende Feststellung:

Satz 5 Eine Gewinnstellung ist genau dann gegeben, wenn es nicht mdglich
1st, aus thr eine andere Gewinnstellung zu erreichen. Man findet somit wei-
tere Gewinnstellungen, indem man die kleinste Stellung nimmt, von der aus
keine der zuvor gefundenen erreichbar ist.

Dies ist nun nicht allzu schwer einzusehen, denn wenn man aus einer Stel-
lung heraus keine Gewinnstellung erreichen kann, muss man zwangsldufig
eine Verluststellung erzeugen und verliert somit. Dann muss es sich bei die-
ser Stellung wieder um eine Gewinnstellung handeln.

Versuchen wir, das soeben gewonnene Wissen anzuwenden:

Aus der Tatsache, dass 1 x 1 eine Gewinnstellung ist, erhalten wir, dass 1 xn
bzw. n X 1 eine Verluststellung sein muss, sofern n > 1 ist. Die kleinste
Stellung, die nun iibrigbleibt, ist 2 X 2, und diese muss somit unsere néchste
Gewinnstellung sein. Dies ist auch nicht schwer zu zeigen: Der am Zug be-
findliche Gegner muss eine 1 X 2 oder eine 2 x 1-Tafel zuriicklassen (oder
gleich alles - einschlieBlich das schimmlige Stiick - essen), worauf man auf
1 x 1 reduzieren kann.

Damit fallen alle Positionen der Form 2 x n oder n X 2 mit n > 2 als Ver-
luststellungen weg, und die nichstkleinere Position ist 3 X 3. Man beginnt
bereits, eine gewisse RegelméifBigkeit zu erkennen, und vermutet, dass alle
Gewinnstellungen Quadrate sind und umgekehrt. Dies lisst sich auch leicht
mittels vollstdndiger Induktion zeigen:

Fiir den Fall des 1 x 1-Quadrats haben wir schon alles gezeigt. Nehmen wir
nun an (Induktionsvoraussetzung), dass unsere Behauptung fiir das 1 x 1, das
2x 2, das 3x 3, ..., n X n-Quadrat gilt. Bricht man nun vom (n+1) x (n+1)-
Quadrat eine Rippe ab, so bleibt eine Stellung der Form (n + 1) X k iibrig,
wobei k£ < n+1 ist. Dies kann man nun zu £ X k reduzieren, was nach Voraus-
setzung eine Gewinnstellung ist. Damit ist jedoch gezeigt, dass (n+1) x (n+1)
auch eine Gewinnstellung ist, denn unabhingig vom Zug des Gegners kann
man wieder eine Gewinnstellung erreichen.

Diese Vorgangsweise wird deshalb auch Riickwértsinduktion genannt, weil
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von der abschlieBenden Gewinnstellung ausgegangen wird und auf die davor
zu erreichenden Gewinnstellungen riickgeschlossen wird.

Ein anderes Beispiel mochte ich noch bieten, bei dem das gleiche Prinzip in
etwas anderer Weise genutzt werden kann:

Auf einem Schachbrett steht auf hl ein Konig (in der rechten unteren Ecke).
Die Spieler Links und Rechts diirfen den K&nig abwechselnd ein Feld nach
links, nach oben oder nach links oben ziehen. Es gewinnt, wer den Konig auf
a8 (die linke obere Ecke) zieht.

Wieder versuchen wir die Methode der Gewinnstellungen. Zweifelsohne ist
die Position a8 (ich benenne mit dem Wort Position im Folgenden einfach
das Feld, auf dem der Konig steht) eine Gewinnstellung. Welche Felder sind
weitere solche? Nun, b8, a7 und b7 sind sicher Verluststellungen, denn von
ihnen aus kommt man auf a8. Da man von ¢8 und a6 nur auf b8 bzw. a7
ziehen kann, miissen diese Felder weitere Gewinnstellungen sein. Damit sind
nun ¢7 und b6 wieder Verlustpositionen, denn von ihnen aus kommt man auf
die genannten Felder, etc.

Durch wiederholte Anwendung dieses Gedankengangs kommt man auf das
folgende Muster von Feldern, die Gewinnpositionen darstellen:

— [} w ~ w =N ~ )

Abbildung 4.1: Die Gewinnfelder des Konigs (rot markiert)

Man kann sich sehr leicht davon iiberzeugen, dass alle markierten Felder Ge-
winnpositionen darstellen: Von keinem markierten Feld kommt man direkt
auf ein weiteres markiertes Feld, denn ihr Abstand betrigt jeweils mindestens
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2 Felder. Andererseits kommt man von jedem nicht-markierten Feld auf ein
markiertes, von den schwarzen Feldern aus, indem man nach oben bzw. links
zieht, von den weiflen, indem man nach links oben zieht. Aus unseren Beob-
achtungen ergibt sich nun auch, dass Links gewinnen kann, und zwar, indem
er mit dem Konig auf g2 zieht.

4.2 Symmetrie im Spiel

Sehr hiufig fiihrt die einfache Strategie, dem Gegner die Ziige in irgendeiner
Form spiegelverkehrt nachzumachen, zum Ziel. Ein einfaches Beispiel fiir eine
Strategie, die auf Symmetrie aufbaut, haben wir bereits kennengelernt: Beim
Nim, das aus 2 gleich grolen Haufen besteht, kann der zweite Spieler stets
gewinnen, indem er den Zug des Gegners fiir den anderen Haufen nachmacht.
Diese Art von Strategie tritt sehr hiufig auf, wie die folgenden Beispiele zei-
gen sollen:

Links und Rechts legen abwechselnd Miinzen (Bierdeckel,...) auf einen kreis-
runden Tisch. Diese diirfen einander jedoch nicht iiberdecken. Wer keine wei-
tere Miinze setzen kann, verliert.

Der erste Gedanke ist, dass Rechts gewinnen kann, indem er jede Miinze, die
Links setzt am Mittelpunkt spiegelt. Dadurch bleibt die Spielsituation stets
punktsymmetrisch. Wenn dann Links einen méglichen Zug macht, dann muss
auch der punktsymmetrische Zug noch méglich sein. Eine weitere Idee zeigt
jedoch, dass dies nicht klappt, sondern dass Links gewinnen kann: Er setzt
einfach zu Beginn direkt auf den Mittelpunkt! Dieser Zug kann nicht symme-
trisch nachgemacht werden, also kann Links gewinnen, indem er nun jeden
Zug punktsymmetrisch spiegelt.

Ein anderes Spiel zeigt, dass auch Rechts von einer solchen Strategie profi-
tieren kann, und dass es nicht immer Punktsymmetrie sein muss:

Wieder spielen Links und Rechts ein Spiel, bei dem es um ein Schachbrett
geht. Sie setzen abwechselnd Léufer auf ein Schachbrett, die sich nicht ge-
genseitig bedrohen diirfen. Es verliert, wer keinen Liufer mehr setzen kann.

Wieder denkt man sofort an Symmetrie, denn das Schachbrett ist ja von Na-
tur aus sehr symmetrisch. Doch die Idee mit der Spiegelung am Mittelpunkt
hilft uns in diesem Fall nichts, denn wird ein L&ufer auf einer der langen
Diagonalen gesetzt, dann ist die Spiegelung am Mittelpunkt nicht erlaubt,
da sich die Liufer dabei ja bedrohen wiirden. Doch das Schachbrett hat eine
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Abbildung 4.2: Die Gewinnstrategie beim Miinzenlegen: Links setzt zuerst
in die Mitte, um anschlieflend jeden Zug punktsymmetrisch zu spiegeln

weitere Symmetrie, eine axiale Symmetrie: Man kann problemlos jeden Zug
des Gegners an der Mittellinie spiegeln, denn dabei dndert sich die Feldfarbe
des Léufers (die Farbe des Feldes, auf dem er steht), und da ein Liufer nur
Felder der eigenen Feldfarbe bedrohen kann, bedrohen sich ein Liufer und
sein Spiegelbild nicht. Somit kann diesmal Rechts durch Spiegelung gewin-
nen, denn auf die Mittellinie (so wie oben auf den Mittelpunkt) kann Links
nicht setzen.

Ein letztes Spiel, bei dem es um Symmetrie geht:

Links und Rechts haben vor sich ein rechteckiges Feld aus Spielsteinen. Ab-
wechselnd diirfen sie eine beliebige Reihe (d.h. beliebig viele Steine, die eine
durchgehende gerade Linie bilden) entfernen. Es gewinnt, wer das letzte Feld
entfernt.

Hier sieht man, dass es mitunter von Randbedingungen abhingen kann, wer
von der Symmetrie profitiert. Im vorliegenden Fall gewinnt Rechts genau
dann, wenn beide Seiten des Rechtecks eine gerade Seitenlinge haben. Dann
kann er tatsédchlich die Strategie der punktsymmetrischen Spiegelung anwen-
den. Hat jedoch eine der beiden Seiten eine ungerade Seitenlinge, so hat
diese Seite eine Mittellinie, die Links im ersten Zug vollstédndig entfernt und
von da an eine axialsymmetrische Spiegelung anwendet: Mit seinem ersten
Zug hat er das Spielfeld in zwei Komponenten geteilt, sodass er jeden Zug
von Rechts in der jeweils anderen Komponente nachahmen kann.

Zum Abschluss der kombinatorischen Spieltheorie soll noch gezeigt werden,

dass manchmal gar keine tiefgriindige Strategie notwendig ist, um zu gewin-
nen.
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4.3 Spiele, die keiner Strategie bediirfen

Alice und Bob haben wieder eine Tafel Schokolade, die jedoch diesmal vollig
geniefibar ist. Um sie zu teilen, spielen sie folgendes Spiel: Abwechselnd diirfen
die beiden ein Stiick nehmen und entlang der Linien in 2 Teile zerbrechen. Es
gewinnt, wer nur noch einzelne Siicke zuriicklésst, die nicht mehr zerbrochen
werden konnen.

Fiir den Fall, dass eine der Seitenlingen der Schokolade gerade ist, sehen wir
sofort eine Strategie fiir Alice: Sie teilt das Stiick in zwei gleiche Teile und
ahmt jeden Zug von Bob nach - eine Symmetrie-Strategie. Aber ist das ihre
einzige Moglichkeit? Uberlegen wir uns die Sache einmal so: Bei jedem Zug
wird die Anzahl der Bruchstiicke um genau 1 gréfler. Am Anfang betrigt
sie 1, am Ende sollte sie mn betragen, wobei m und n die Seitenléingen der
rechteckigen Schokoladetafel sind. Bis dorthin kénnen somit genau mn — 1
Ziige gemacht werden. Da Alice den ersten Zug macht, gewinnt sie genau
dann, wenn diese Anzahl ungerade ist, Bob, wenn sie gerade ist, unabhéngig
davon, was die beiden ziehen. Dies ist genau dann der Fall, wenn m oder n
gerade ist (Das Produkt zweier Zahlen ist genau dann gerade, wenn minde-
stens einer der Faktoren gerade ist), also gewinnt Alice immer dann, wenn
zumindest eine der Seitenldngen der Schokoladentafel gerade ist.

Das folgende Spiel erinnert stark an ein solches, das im Kapitel 4.2 gezeigt
wurde:

Links und Rechts setzen diesmal abwechselnd Tiirme auf ein Schachbrett, die
sich gegenseitig nicht beriihren diirfen. Es verliert, wer keinen Turm mehr set-
zen kann.

Nun erinnern wir uns, was wir beim analogen Spiel mit Liufern getan ha-
ben. Die Axialsymmetrie des Schachbretts kann uns diesmal nicht helfen,
wohl aber die Punktsymmetrie: zwei Tiirme, die spiegelsymmetrisch zum
Mittelpunkt des Schachbretts stehen, stehen sicher in verschiedenen Linien
und Reihen, bedrohen einander also nicht. Also gewinnt Rechts, doch kann
er liberhaupt verlieren, egal, wie gut oder schlecht er spielt?

Die Antwort lautet nein, und das kann man auch leicht zeigen:
In jeder Linie und Reihe darf nur ein Turm stehen, also “sperrt” jeder Zug

genau eine Reihe und genau eine Linie fiir weitere Tiirme. In jedem Zug muss
sich der jeweilige Spieler eine noch iibriggebliebene Linie und eine ebensolche
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Reihe suchen, und den Turm auf deren Schnittpunkt platzieren. Da es genau
8 Linien und 8 Reihen gibt, sind damit genau 8 Ziige mdoglich, unabhéngig,
was gezogen wird, denn in jedem Zug wird genau eine freie Linie und ei-
ne freie Reihe verbraucht. Den 8.Zug macht jedoch stets Rechts, und somit
gewinnt er immer.

44



Teil 11

Okonomische Spieltheorie
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Kapitel 5

Was 1st nun ein okonomisches
Spiel?

Wihrend wir uns bisher eher “harmlosen” Spielen zugewandt haben, ist nun
der Teil an der Reihe, der eine stirkere Praxisbezogenheit aufweisen kann.
Mancherlei Grundprinzipien - wie zum Beispiel Spielbdume - bleiben uns er-
halten, aber es treten neue Aspekte hinzu, die einer anderen Art von Zugang
bediirfen. “Okonomisch” nenne ich solche Spiele deshalb, weil ihr Haupt-
anwendungsgebiet in der Wirtschaft liegt, aber auch in der Soziologie, der
Politik, ja sogar der Biologie.

Die beiden wichtigsten Neuerungen, die auf uns zukommen, sind folgende:

e Es wird moglich sein, dass die Teilnehmer an einem Spiel gleichzeitig
ziehen.

e Es gibt nicht mehr nur gewinnen und verlieren, sondern alle denkbaren
Gewinnwerte sind moglich. Im Idealfall handelt es sich um ein Null-
summenspiel, d.h. um ein solches, bei dem die Summe aller Gewinne
unabhéngig vom Ausgang des Spiels konstant ist.

Gleich eine Gesetzméfigkeit mdochte ich festhalten, die sich auf den ersten
Punkt bezieht:

Bei einem Spiel, bei dem alle gleichzeitig ziehen und die gleichen
Zugmoglichkeiten haben, und bei dem alle Mitspieler gleich ratio-
nal (sogar perfekt rational) sind, muss die perfekte Spielstrategie
(sofern es eine eindeutige gibt) fiir alle gelten. Daher kann man
annehmen, dass alle die gleiche Strategie wihlen und in jedem
Zug dasselbe ziehen.
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Ein sehr bedeutendes Beispiel fiir die Verwendung dieses Gedankens mochte
ich gleich jetzt geben. Es handelt sich dabei um eine Anwendung aus der
Wirtschaftswissenschaft:

Wir machen nun eine sehr idealisierte Momentaufnahme im beinharten Kon-
kurrenzkampf zwischen den verschiedenen Firmen einer Branche. Dazu ver-
setzen wir uns in die Lage einer der n Firmen, die ein bestimmtes Produkt
erzeugen. Zur Vereinfachung nehmen wir gleich an, dass alle Firmen in unbe-
grenzter Stiickzahl produzieren kénnen und alle gleiche Qualitit sowie gleiche
Stiickkosten ¢ aufweisen.! Die Firma steht nun vor der schwierigen Frage,
welche Stiickzahl ¢ sie auf den Markt bringen soll. Sie weif}; dass sich im
Moment @) Stiick von anderen Anbietern am Markt befinden. Die Nachfrage
wird als konstant angenommen, und dem Gesetz von Angebot und Nachfrage
wird Rechnung getragen, indem der Preis p durch die Preisfunktion N als
p = N(Q) = kQ ¢ definiert wird, wobei k und ¢ positive Konstanten sind. In
diesem Fall ist ndmlich die sogenannte Preiselastizitit konstant. Mit diesem
Wissen kann sich die Firma nun ihren Gewinn G nach folgender Formel in
Abhéngigkeit von ¢ bestimmen:

G=p—-c)g=NQ+q9 —c)g=*k(Q+9°—0c)g

Nun mochte diese Firma sicherlich ihren Gewinn maximieren, es handelt sich
somit um eine einfache Extremwertaufgabe. Um das Maximum zu finden,
muss man die erste Ableitung dieser Gleichung nach ¢ bilden und sie gleich
0 setzen:?

G' = kKQ+q)  —c—ke(Q+q) g
0 = k(Q+q) —c—ke(Q+q) g

_ [ _ _&4
¢ = HQ+q) (1 Q+q>

Wenn diese letzte Gleichung erfiillt ist, ist der Gewinn also maximal. Nun
setzen wir noch fiir den Ausdruck £(Q + ¢)~¢ p ein und erhalten:

c=p<1— i )
@ +q

Jetzt hilft uns obige Beobachtung weiter: Dieser Berechnung werden nun
ndmlich auch alle anderen n — 1 Firmen folgen, und man kann @ = (n — 1)q

IDies ist selbstverstindlich nur bei sehr einfachen Produkten realistisch — wenn {iber-
haupt.
2Giehe z.B. Reichel-Miiller-Hanisch-Laub: “Lehrbuch der Mathematik”, Band 7, S.130ff
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setzen, womit sich die Gleichung wie folgt dndert:

c=p(1-2) =n (1= ) b 2= (1)

Die letztere Gleichung stellt nun eine Formel fiir das Verhéltnis Preis-Kosten
dar. Fiir den Fall n = 1, also fiir einen Monopolisten, hat man den maximalen
Gewinn, der iiberhaupt moglich ist, sofern man der optimalen Strategie folgt.
Damit ist auch mathematisch bestétigt, was ohnehin allgemein bekannt ist:
ein Monopol ist Goldes wert.

Fiir den Spezialfall hingegen, dass n gegen unendlich strebt, also fiir den
theoretisch optimalen freien Markt, erhalten wir p = ¢, also dass sich die Fir-
men bei unendlich grofier Konkurrenz - dem Traum eines jeden Verfechters
der freien Marktwirtschaft - gerade eben iiber Wasser halten kénnen, ohne
Gewinn zu machen, und das auch nur, wenn sie optimal vorgehen.

Obwohl wir in unserer Berechnung sehr viele Vereinfachungen und Idealisie-
rungen vorgenommen haben, so wird sie doch zumindest in ihren Grundziigen
von der Praxis bestdtigt, wenigstens, was den Zusammenhang Anbieterzahl
- Preis betrifft.?

3vgl. Reichel-Miiller-Hanisch: “Lehrbuch der Mathematik”, Band 8, S.217ff
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Kapitel 6

Wie kann man strategisch
wihlen?

Bei einer Wahl trifft man iiblicherweise jene Entscheidung, die einem am mei-
sten zusagt. Das ist auch gut und richtig so, sofern alles in einem Wahlgang
entschieden wird. Liuft das Wahlsystem jedoch anders, dann sind gewisse
MaBnahmen méglich, um trickreich seinen Kopf durchzusetzen:

Vorstandssitzung des iiberaus exklusiven “Klubs der toten Mathematiker”.
Die drei Vorstandsmitglieder Boris, Doris und Maurice beraten, ob neue Mit-
glieder aufgenommen werden sollen. Sie sind sich dariiber einig, dass von den
beiden Bewerbern, Alice und Bob, hichstens einer neues Mitglied werden soll.
Also stimmen sie ab, ob Alice, Bob oder keiner von beiden genommen wer-
den soll. Ungliicklicherweise stimmt jeder der 3 fiir etwas anderes, weshalb
sie ein neues Wahlsystem vereinbaren: Zuerst fillt die Wahl zwischen Alice
und Bob. Im zweiten Wahlgang soll dann festgestellt werden, ob der betref-
fende Kandidat oder doch lieber gar keiner aufgenommen wird. Abbildung
6.1 zeigt den Spielgraphen zu dieser Wahl.

Nun haben die drei Vorstandsmitglieder ziemlich unterschiedliche Vorstellun-
gen, was ihnen am besten geféllt, und so iiberlegt sich jeder eine Reihung:

Boris Doris Maurice
1. Alice niemand Bob
2. | niemand Alice Alice
3. Bob Bob niemand
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Alice

oder

Alic
Alice niemand
ode —
Bob Bob
Bob

oder

niemand

Abbildung 6.1: Mitgliedswahl im Klub der toten Mathematiker

Der erste Gedanke ist, dass wohl Alice gewinnen wird, denn in Summe ge-
niefit sie die meisten Sympathien. In Abbildung 6.1, in der die Linien rot
eingezeichnet sind, denen die Wahl folgen wiirde, wenn alle drei nach ihrer
Reihung wihlen, wird dies auch bestéitigt, die roten Linien fithren zu Alice.
Aber sehen wir uns an, was passiert, wenn Doris versucht, sehr schlau zu sein
und ihren Willen durchzusetzen versucht:

Sie wihlt zu Beginn Bob, was duferst iiberraschend erscheint, denn das ist
es ja genau, was sie am wenigsten will! Doch im zweiten Wahlgang kann sie
mit Boris zusammen eine Mehrheit bilden, die dafiir stimmt, dass niemand
aufgenommen wird, und so hat Doris auf schlauem Wege das erreicht, was
sie wollte.

Pech fiir die arme Alice? Mitnichten, denn nun schaltet sich auch Maurice in
die strategische Wahl ein, indem er im ersten Wahlgang fiir Alice stimmt. Er
kann sich hierbei etwa iiberlegen, dass er nie Bob durchsetzen wird kénnen,
weil Boris und Doris strikt dagegen sind. Deshalb wihlt er von zwei Ubeln
das kleinere und kann im zweiten Wahlgang zusammen mit Boris durchset-
zen, dass Alice doch noch aufgenommen wird.

Damit ist auch quasi ein endgiiltiger Zustand erreicht, denn Boris hat er-
reicht, was er wollte, Maurice hat das beste erreicht, was er konnte,und zu-
sammen sind sie stirker als Doris. Strategisches Wéhlen fiihrt hier also im
Endeffekt dennoch zum erwarteten Ergebnis.
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Kapitel 7

Lotterien und
Nutzensfunktionen

Wie bereits in Kapitel 5 erwihnt, gibt es in der 6konomischen Spieltheorie
mehr Gewinnwerte als blo 0 und 1, ja im Wesentlichen gibt es unendlich
viele. Das ist auch nur zu logisch, denn stellt man sich etwa einen Spekulan-
ten an der Borse vor, so kann der 1 Million Gewinn machen, aber auch 1,5
Millionen, 2 Millionen,... Oder er kann auch Verlust machen. In jedem Fall
strebt er danach, seinen Gewinnwert (der auch negativ sein kann) méglichst
groB zu halten. Zusédtzlich tritt ein weiterer Faktor ins Spiel: Gliick. Man
mag es Gliick nennen, Zufall, wie auch immer, der Mathematiker kennt das
alles nicht, er rechnet allenfalls mit Wahrscheinlichkeiten. Auch das ist sehr
lebensnahe, denn der genannte Spekulant muss ja oft ein gewisses Risiko
eingehen (auch wenn es sich um exakt kalkuliertes Risiko handelt), bei dem
er mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit hohen Gewinn machen kann, aber
mit einer anderen Wahrscheinlichkeit vielleicht sogar hohe Verluste. Um all
dies unter einen Hut zu bringen, hat der Mathematiker ein Mittel, um eine
sogenannte “Lotterie”, die ein Spieler eingehen kann, zu beschreiben:

Satz 6 Seien Eq, E»,...E, die verschiedenen Ergebnisse einer Lotterie, die
etnen Gewinn von G, Gq,...G, mit der Wahrscheinlichkeit von pi,pa, ...y
einbringen, wobei Y . p; = 1 ist, so ist der Wert dieser Lotterie gleich
Z?leiGi. Dieser Wert st der zu erwartende Gewinn aus dieser Lotterie.
Erachtet man den Gewinn als eine Zufallsvariable, so ist dieser Wert gerade
der Erwartungswert der Zufallsvariablen.

Ein simples Beispiel, um diese Vorgehensweise zu demonstrieren:

Im Casino hat ein Spieler die M&glichkeit, am Roulettetisch auf eine Zahl -
sagen wir, 7 - zu setzen (andere Moglichkeiten werden einstweilen auler Acht
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gelassen) oder dies zu unterlassen. Im letzteren Fall betriigt sein zu erwar-
tender Gewinn einfach 0. Und was geschieht im anderen Fall?

Am Roulettetisch gibt es 36 Zahlen und die Null. Unter diesen 37 Ereignis-
sen gibt es genau ein giinstiges fiir den Spieler, das ihm 36fachen Einsatz E
einbringt, also einen Gewinn von 36 — E = 35E. Bei allen anderen Moglich-
keiten macht er einen Verlust von E, was wir als Gewinn von -E definieren.
Der Wert dieser Lotterie ist nun:

35F N —36E _-E
37 37 37

Da dieser Wert negativ ist, ergibt sich als einzig richtige Strategie fiir den
Spieler, am Tisch vorbeizugehen, ein Ergebnis, das ohnehin jedem bekannt
ist, schlieBlich wollen die Casinobetreiber ja beim Roulette etwas verdienen.

Gegen dieses erniichternde Ergebnis hilft nicht einmal das “perfekte” Rou-
lettesystem, mit dem ich schon mehrfach konfrontiert wurde. Beim ersten
Durchdenken scheint es auch tatséchlich so, als ob man immer gewénne:

Man setzt z.B. als erstes eine Einheit (am besten die hauseige-
ne Untergrenze des Casinos) auf Rot. Gewinnt man, ist es gut
so. Wenn nicht, so verdoppelt man den Einsatz. Dieses Einsatz-
verdoppeln fithrt man solange durch, bis einmal die Farbe Rot
erscheint - irgendwann muss es ja soweit sein. Man ersieht, dass
dabei am Ende stets eine Einheit gewonnen wird.

Genial, oder? Da mag es doch verwundern, dass es noch Nicht-Millionére
gibt. Aber der Plan hat einen Haken. Bestimmen wir nédmlich einmal den
Gewinnwert:

Wir kénnen wohl guten Gewissens davon ausgehen, dass das zu Beginn vor-
handene Vermogen endlich ist (wieso sollte auch jemand mit unendlichem
Vermogen danach trachten, dieses durch Roulettespielen zu vermehren?).
Also kann es nur fiir eine begrenzte Anzahl von Fehlversuchen ausreichen.
Sagen wir, es sei genug Geld vorhanden, um n Runden mit Einsatzverdop-
peln zu “iiberstehen”. Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Runde nicht Rot
kommt, ist %. Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass in n aufeinanderfolgen-
den Runden nicht Rot erscheint, (%)” Wenn dies der Fall ist, verliert man
14+2+..4+2"! =27 — 1 Einheiten. Andernfalls gewinnt man eine Einheit.
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Der Gewinnwert ist also:

19\" 19\"

= — | = E—-—{— 2" —1E

o = (1-(3) )e- () -

19\"

= E—{Z]) 2"F
€)

= F - % E
37

e ()

Der Gewinnwert bleibt weiter negativ, unser trickreiches Vorgehen hat nicht
viel geniitzt. Das Problem ist: Man gewinnt zwar mit einer hohen Wahr-
scheinlichkeit, doch nur unverhéltnisméfig wenig im Vergleich zu dem, was
man - mit geringer Wahrscheinlichkeit - verlieren kénnte. Will man etwa 10
Euro mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% gewinnen, so muss man immerhin
150 Euro dafiir aufwenden und damit auch riskieren. Soll die Wahrschein-
lichkeit gar 99,9% betragen, miissten es bereits 20470 Euro sein - ziemlich
viel, bedenkt man den kleinen Gewinn!

So widerlegt der Gewinnwert also eine Idee, die vorerst iiberaus logisch er-
scheint. Der Mathematiker empfiehlt also, Experimente am Roulettetisch zu
unterlassen!

Nun jedoch zuriick zur Theorie: fiir den Fall, dass der Gewinn aus einer Lot-
terie eine stetig verteilte Zufallsvariable ist (gemé#B einer Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion f(x)), ist der Gewinnwert, der ja identisch zum sogenannten
Erwartungswert E(x) ist, durch folgende Formel gegeben:!

o0
E(z) = / zf(z)dz
—0o0
Der zu erwartende Gewinnwert zeigt zwar an, was ein Spieler bei wiederhol-
ter Anwendung im Durchschnitt gewinnen sollte (jedenfalls, wenn die Anzahl
der Wiederholungen gegen unendlich strebt), er allein macht aber auch noch
nicht gliicklich, denn er ist nicht das einzige Kriterium dafiir, wie eine Per-
son im Falle einer solchen Lotterie handelt. Eine Lotterie stellt kein exaktes
Aquivalent zu ihrem Wert dar, dazu miisste man néimlich annehmen, dass
der Spieler risikoneutral ist. Was dies nun genau zu bedeuten hat, dem soll
nun nachgegangen werden.

1Siehe z.B. Reichel-Miiller-Hanisch: “Lehrbuch der Mathematik”, Band 8, S.107{f
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Mut zum Ristko und Scheu vor dem Glicksspiel - die Nutzensfunktion:

Was wiirden Sie tun, wenn man ihnen folgendes anbietet:

Ich lasse Ihnen die Wahl - entweder ich gebe Ihnen 5 Millionen bar
auf die Hand oder ich werfe eine Miinze. Bei “Kopf” bekommen
Sie 10 Millionen, bei “Zahl” gar nichts.

Nun, der Gewinnwert ist in beiden Féllen genau 5 Millionen. Die Wahl fillt
also schwer. Eine Person, die eher vorsichtig agiert, wird wohl den Spatz in
der Hand nehmen und sich mit 5 Millionen “begniigen”. Jemand, der das
Risiko nicht scheut, wird es wohl “darauf ankommen lassen”. Man sagt, dass
ersterer risikoabweisend ist, der andere risikoliebend.

Erh6hen wir nun den Betrag, der bei “Kopf” ausgezahlt wird, auf 15 Millio-
nen. Nun steigt der Wert der Lotterie auf 7,5 Millionen, dennoch wird eine
weniger mutige Person weiterhin die 5 Millionen nehmen. Wie lésst sich sol-
ches Verhalten mathematisch beschreiben?

Von Neumann und Morgenstern haben dazu die Nutzensfunktion eingefiihrt,
die dazu dient, solches Verhalten zu begriinden:

Sei f(z) : Rt — R (R* ist dabei die Menge der nicht-negativen reellen

Zahlen!) eine beliebige monoton steigende, stetige Funktion. f(z) stellt den
“Nutzen” dar, den eine gewisse Person in einer Menge Geldes x sieht.

risikoabweisend risikoneutral risikoliebend

Konkave Funktion - Sehne Lineare Funktion Konvexe Funktion - Sehne
unterhalb der Kurve oberhalb der Kurve

Abbildung 7.1: verschiedene Nutzensfunktionen
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Ist die Funktion f(x) nun konkav, negativ gekriimmt (2.Ableitung negativ?),
dann handelt es sich um eine risikoabweisende Person, ist sie konvex, posi-
tiv gekriimmt (2.Ableitung positiv), um eine risikoliebende. Im Falle einer
linearen Funktion ist die Person risikoneutral. Wieso zwischen dem Nutzen,
der im Geld gesehen wird, und der Risikobereitschaft ein Zusammenhang
besteht, zeigt zuniichst das Beispiel, ein Beweis folgt:

Es habe eine Person, der das Obige angeboten wird, die Nutzensfunktion
f(z) = y/z. Dabei handelt es sich um eine konkave Funktion, also ist sie
risikoabweisend. Thr Nutzen betriigt im ersten Fall:

e 5 Millionen direkt: Nutzen = f(5) = /5 = 2,236...

[l
2
[l

e Lotterie zwischen 0 und 10 Millionen: Nutzen = @ + @ = +2
1,581...

Also nimmt diese Person lieber die 5 Millionen. Sehen wir nun, was geschieht,
wenn das zweite Angebot erhéht wird:

e 5 Millionen direkt: Nutzen = f(5) = v/5 = 2,236...

e Lotterie zwischen 0 und 15 Millionen: Nutzen = £@ 4 f05) _ 0+

2 2 2
1,936...

[l
2
[S4]

Noch immer bevorzugt diese Person das erstere Angebot, da es den gréfleren
Nutzen aufzuweisen hat.

Eine andere Person hat dagegen die konvexe Nutzensfunktion f(z) = z2.
Rechnen wir fiir ihn den Nutzen in der ersten Variante aus:

e 5 Millionen direkt: Nutzen = f(5) = 5% = 25

e Lotterie zwischen 0 und 10 Millionen: Nutzen = @—i—@ = % = 50

Der Nutzen ist fiir diese Person also bei der Lotterie deutlich héher, und
somit wihlt sie die riskantere Variante. Klarerweise ist bei Erhéhung auf 15
Millionen der Nutzen noch hoher.

Man soll sich auch nicht durch die deutlich verschieden grolen Nutzenswerte
tduschen lassen, Wichtig sind ndmlich nicht die Werte an sich, sondern ihr
Verhéltnis zueinander. Tatséchlich kann man die Nutzensfunktion mit einem

2Giehe z.B. Reichel-Miiller-Hanisch-Laub: “Lehrbuch der Mathematik”, Band 7, S.89ff
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beliebigen konstanten positiven Faktor multiplizieren, ohne dass sich am Ver-
halten der Person etwas #ndert.

Eins bin ich noch schuldig geblieben, ndmlich den Beweis dafiir, dass Per-
sonen mit einer konvexen Nutzensfunktion das Risiko lieben und solche mit
einer konkaven Nutzensfunktion nicht:

Beweis fiir den Zusammenhang von Nutzensfunktion und Risikofreude:

Gegeben sei wieder eine Lotterie, die Gewinne von G, G, ...G,, mit einer
Wahrscheinlichkeit von pi,ps,...p, verspricht, wobei > .  p; = 1 ist. IThr
Wert ist nach Satz 2.2. gleich Y | p;G;. Bietet man nun einer Person mit
der Nutzensfunktion f(x) die Wahl zwischen dem direkt ausgezahlten Wert
> i piG; und der Lotterie, so ist der Nutzen fiir ersteren f(>. , p;G;), fiir
die Lotterie hingegen ), p; f(G;). Nun gilt nach der Jensen-Ungleichung:

sz‘f(Gi) <f (Z piGi) , falls f(x) konkav ist
i=1 i=1

sz‘f(Gi) > f (ZpiGi) , falls f(x) konvex ist
i=1 i=1

Gleichheit gilt in beiden Fillen genau dann, wenn Gy, = Gy = ... = G,
ist, also wenn die Lotterie nur eine Auszahlungsmoglichkeit hat. Dann ist
jedoch gar kein Unterschied zwischen Lotterie und Auszahlung ihres Wertes
vorhanden! Sollte es also zur Wahl zwischen einer Lotterie und der direkten
Auszahlung ihres Wertes kommen, dann wéhlt derjenige mit einer konkaven
Nutzensfunktion die direkte Auszahlung, derjenige mit einer konvexen die
Lotterie, womit der Zusammenhang von Nutzensfunktion und Risikobereit-
schaft gezeigt ist.

In der Spieltheorie gilt der perfekt rationale Spieler als risikoneutral, in der
Praxis sind die meisten Menschen risikoabweisend, wobei es freilich auch hier

Ausnahmen gibt.

Ein paradoxes Beispiel, das nur durch die Anwendung solcher Risikofunktio-
nen einigermaflen behandelbar wird, folgt noch in Teil III.
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In diesem Kapitel ging es nur um Uberlegungen, die der einzelne anstellt.
Dennoch sind sie fiir die Spieltheorie, in der es um Spiele mit Beteiligung
mehrerer Personen geht, von Bedeutung, denn wie im nichsten Kapitel geht
es dabei zumeist um Gewinnwerte, die in vielen Situationen erst eingeschiitzt
werden miissen, bevor man sich auf die Suche nach optimalen Strategien be-
gibt.
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Kapitel 8

Das Bimatrixspiel — dominante

Strategien — das
Nash-Gleichgewicht

8.1 Das Bimatrixspiel

Nun wollen wir wiederum mehrere Spieler gegeneinander antreten lassen, im
ersten Beispiel erst einmal nur zwei an der Zahl. Wir nehmen zwei Spekulan-
ten auf dem Aktienmarkt an, nennen wir sie Stein und Reich, die gleichzeitig
ihre Entscheidungen treffen miissen, und deren Entscheidungen einen simul-
tanen Effekt auf beider Gewinne haben. Sie kénnen beide entweder Aktien
kaufen oder verkaufen, und das hat fiir sie jeweils - erwartungsweise! - fol-
gende unterschiedliche Auswirkungen:

e Wenn beide kaufen, gewinnen beide 4 Millionen $.

e Wenn Stein kauft und Reich verkauft, erzielt Stein einen Gewinn von
3 Millionen und Reich einen Gewinn von 1 Million.

e Wenn umgekehrt Stein verkauft und Reich kauft, macht Stein 1 Million
Gewinn und Reich 3 Millionen.

e Wenn allerdings beide verkaufen, gewinnt keiner von beiden etwas.

Beide Spieler sind indifferent dariiber, welchen Gewinn der jeweils andere
erzielt, sie streben nur nach der Maximierung ihres eigenen Gewinns.

Mathematiker wollen - wie immer - solcherlei Probleme in eine adiquate
Form bringen, in diesem Fall ndmlich in die einer Matrix. Matrizen sind
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rechteckige Zahlenschemata, und in diesem Fall deuten die Zeilen und Spalten
die einzelnen Moglichkeiten fiir die beiden Spieler an. In den Feldern stehen
dann die zugehorigen Gewinnwerte fiir die beiden Spieler. Man bezeichnet
eine solche Matrix auch als Gewinnmatrix oder auch Bimatrix.

Reich

kaufen verkaufen

4 1

kaufen

Stein

verkaufen

Abbildung 8.1: Gewinnmatrix

Was sollen die beiden tun? In diesem Fall haben wir es mit einem besonders
schénen Beispiel zu tun, denn es existiert etwas, was man als Gleichgewicht
dominanter Strategien bezeichnet. Um diesen Begriff zu erldutern, muss erst
definiert werden, was eine dominante Strategie ist:

Eine Strategie heifit schwach dominant, wenn sie unabhingig von
der Strategie des Gegners besseren oder zumindest gleich guten
Gewinn beschert als jede andere Strategie. Ist der Gewinn sogar
immer groBer und nicht nur gleich, so spricht man von einer stark
dominanten Strategie. Hat man eine dominante Strategie (stark
oder schwach), so sollte man sie stets spielen.

Hier haben gleich beide Spieler, Stein und Reich, eine stark dominante Strate-
gie, ndmlich, zu kaufen. Egal, ob der Gegner kauft oder verkauft, sie erzielen
damit mehr Gewinn als mit Verkauf, und zwar jeweils 3 Millionen mehr.
Klarerweise werden nun beide ihre dominante Strategie wihlen und kaufen.
Sie erzielen damit auch beide ihr Maximum an Gewinn. Keiner von beiden
hat Grund, von dieser Strategie abzuweichen, es hat sich ein Gleichgewicht
ergeben. Da beide ihre dominante Strategie spielen, spricht man vom oben
erwadhnten Gleichgewicht dominanter Strategien.

Nun ist es ein ziemlich seltener Zufall, wenn es ein Gleichgewicht dominanter
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Strategien gibt, um genau zu sein, tritt er fast nie auf, bei Nullsummenspie-
len etwa iiberhaupt nicht. Angenehm bleibt die Analyse noch, wenn einer der
Spieler iiber eine dominante Strategie verfiigt, wie dies im folgenden Beispiel
der Fall ist:

Wieder befinden sich Stein und Reich im gegenseitigen Borsenwettstreit, doch
diesmal sieht die Gewinnmatrix etwas anders aus (Abb. 8.2a): Eine kleine

a) Reich

kaufen verkaufen

kaufen
4 3
Stein
verkaufen 3 O
1 5
Reich
b)
kaufen verkaufen
kaufen 1 O
3 0
Stein
-2 3
verkaufen
-2 |

Abbildung 8.2: Zwei weitere Gewinnmatrizen

Anderung der Matrix von Abbildung 8.1 hat bewirkt, dass nun Stein nicht
mehr iiber eine dominante Strategie verfiigt, Reich aber noch immer. Klarer-
weise wird sich Reich diese dominante Strategie zunutze machen, und damit
kann Stein rechnen, das ist der springende Punkt! Stein wird, da er fix da-
mit rechnen kann, dass Reich seine dominante Strategie spielt, kaufen, denn
dann macht er den besseren Gewinn, auch wenn das Strategiepaar (verkau-
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fen, verkaufen) fiir ihn giinstiger wére, doch er kann sich ja sicher sein, dass
Reich rational agiert - jedenfalls nach der klassischen Annahme der Spiel-
theorie. Wieder ergibt sich ein Gleichgewicht, jedoch kein Gleichgewicht do-
minanter Strategien. Ein solches Gleichgewicht wird ein Nash-Gleichgewicht
genannt (nach John Nash, einem der groBten 6konomischen Spieltheoretiker
iberhaupt). Worum es sich dabei genau handelt, soll im néichsten Kapitel
behandelt werden, zuvor moéchte ich aber noch in einem kleinen Exkurs eine
Frage behandeln:

Was ist, wenn den beiden die Gewinne des anderen nicht egal sind?

Dabei soll es nicht solcherart gemeint sein, dass die beiden Sadisten sind,
denen der Arger des jeweils anderen Freude macht, auch wenn sie selber
Verluste dafiir in Kauf nehmen mussten. Vielmehr kénnen auch dahinter
Okonomische Interessen stecken: wie wir in Kapitel 5 bereits gesehen haben,
ist es ein Vorteil fiir eine Firma, wenn sie moglichst allein am Markt ist. Es
kann also durchaus in ihrem Interesse liegen, wenn andere Firmen Verluste
machen und sich deshalb womdglich aus dem Markt zuriickziehen miissen.

Es sei nun so, dass ein Spieler dem eigenen Gewinn den Wert 1 beimisst und
dem Verlust des Gegners einen Wert A . Den Fall A = 0 haben wir soeben
behandelt, wenn der Spieler christliche Nichstenliebe zeigt, kann A < 0 sein,
im Normalfall liegt A zwischen 0 und 1, extrem gehéssige Spieler haben ein
A > 1. Es besteht nun die Frage, ob wir dieser Situation mit einer Gewinn-
matrix beikommen kénnen. Die Antwort ist selbstverstindlich ja, und dies
lasst sich mathematisch leicht machen. Es seien die Werte, die die beiden
Spieler dem Verlust des Gegners beimessen, A bzw. y. Dann formt sich die
Gewinnmatrix um, wie in Abbildung 8.3 gezeigt.

Es spielt also im Wesentlichen bei der Betrachtung von Gewinnmatrizen kei-
ne Rolle, ob die Spieler nicht nur auf ihren eigenen Gewinn achten, sondern
auch auf den ihres Gegners, denn dadurch &ndern sich nur die Werte der
Matrix, wir miissen keine neue Darstellungsform wéihlen. Da es uns nicht
darum geht, eine bestimmte Aufgabe zu lésen, sondern eine allgemeine Be-
arbeitungsmethode fiir Gewinnmatrizen zu finden, kénnen wir im Folgenden
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass A = p = 0 ist.
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a, b,
a b,
¢, d,
“ d &j a,-ua, | by-ub,
a,-ha, |b;-Ab,
Cy-ucy | dy-ud,
¢-he, | dj-Ad,

Abbildung 8.3: Wie sich die Gewinnmatrix dndert

8.2 Das Nash-Gleichgewicht und das Nash’sche
Theorem

Kehren wir kurz zuriick zur Abbildung 8.2. Die Matrix b) ist bis jetzt noch
unbesprochen geblieben, und sie scheint uns auch einige Schwierigkeiten zu
bereiten. Nicht so sehr stort uns, dass negative Gewinne (also Verluste) auf-
treten, vielmehr stellt es fiir unsere bisher verwendeten Methoden ein Pro-
blem dar, dass beide Spieler keine dominante Strategie aufweisen kénnen.
Was kann ein Spieltheoretiker nun ausrichten? John Nash hat dafiir das
Nash-Gleichgewicht! definiert:

Ein Nash-Gleichgewicht ist dann gegeben, wenn kein Spieler einen
Grund hat, seine Strategie alleine zu wechseln.

Was heiffit das nun im Klartext? Im Gegensatz zum Gleichgewicht domi-
nanter Strategien muss die Strategie, die ein Spieler verfolgt, nicht fiir alle
Antworten des Gegners optimal sein, sondern nur fiir die eine, die der Geg-
ner im Zuge des Gleichgewichtszustands verwendet. Wenn dies fiir beide gilt,
dann wiirde keiner der Spieler seine Strategie wechseln, denn dies wiirde ihm
sicher keine Verbesserung bringen, womit ein Gleichgewichtszustand erreicht

IDer Begriff “Gleichgewicht” ist vielleicht etwas irrefiihrend, hat sich jedoch so ein-
gebiirgert. Man denkt hierbei vielleicht, dass beide Spieler gleichen Vorteil haben, was
absolut nicht der Fall sein muss. Das “Gleichgewicht” ist in realen Situationen natiirlich
abhiingig von der Macht und Stirke der Spieler. Was sich tatséichlich einstellt, ist eine Art
“Kriftegleichgewicht”: keiner kann aus eigener Kraft seine Situation verbessern.
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ist. Jedes Gleichgewicht dominanter Strategien ist ein Nash-Gleichgewicht,
aber nicht umgekehrt. Es kann dabei durchaus vorkommen, dass beide Spieler
einen Vorteil hitten, wenn sie gemeinsam wechseln (ein Beispiel dazu folgt),
aber keiner kann fiir sich ohne Mithilfe des anderen einen weiteren Vorteil
erzielen. Die beiden Spieler treffen ihre Entscheidungen aber separat (aufer,
es wiirde sich um ein kooperatives Spiel handeln, was noch viel komplizierter
ist und hier auch nicht behandelt wird), und somit haben im Zuge des Nash-
Gleichgewichts beide Spieler eine perfekt rationale Strategie. Matrix 8.2a hat
genau das eine Nash-Gleichgewicht (kaufen, kaufen), Matrix 8.2b hat sogar 2
verschiedene Nash-Gleichgewichte, ndmlich (kaufen, kaufen) und (verkaufen,
verkaufen) (und noch ein weiteres, wenn man sogenannte gemischte Strate-
gien betrachtet: dabei wihlt Stein mit Wahrscheinlichkeit g “kaufen”, Reich
mit Wahrscheinlichkeit é; die Betrachtung solcher Strategien wiirde hier aber
zu weit fithren).

John Nash hat dariiber hinaus auch das Nash’sche Theorem bewiesen, dem-
zufolge jedes Bimatrixspiel zumindest ein Nash-Gleichgewicht hat (Dabei
kénnen aber auch gemischte Strategien wie oben vorkommen, d.h., man wéhlt
nicht immer dieselbe, sondern verschiedene Optionen, aber mit bestimmten
Wahrscheinlichkeiten). Somit kann man fiir jede wie immer geartete Matrix
zumindest ein Paar von Strategien finden, das einen Gleichgewichtszustand
ergibt. Aus spieltheoretischer Sicht sind diese dann auch immer perfekt ra-
tional, wenn sie auch nicht immer wirklich verniinftig sein miissen - wie fol-
gendes, nur allzu realitdtsnahes Beispiel zeigt:

Eurasien

aufriisten abriisten

-1 -2

aufriisten

Ozeanien

abriisten
-2

Abbildung 8.4: Das Dilemma des Wettriistens
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Atomare Aufristung

Es seien auf der Welt 2 Grofiméchte - ich mdchte sie in Anlehnung an George
Orwells Meisterwerk “1984” Ozeanien und Eurasien nennen - die beide vor
der Wahl stehen, ihre Atommacht auf- oder abzuriisten. Wenn eine Macht
allein aufriistet, kann sie den Krieg gewinnen. Wenn beide aufriisten, gibt es
zwar viele Opfer, aber keinen Sieger. Einzig wenn sich beide friedlich verhal-
ten, konnen sie beide einen gewissen Gewinn verzeichnen, denn wenigstens
sind sie beide verschont geblieben. Welche Strategie sollen nun der grofle
Bruder und sein Eurasischer Kollege aus spieltheoretischer Sicht am besten
wihlen? Die Gewinnmatrix sieht so aus, wie es Abbildung 8.4 zeigt, in Ein-
heiten von z.B. 10 Millionen Menschenleben. Wie eine kurze Analyse zu Tage
bringt, ist das einzige Nash-Gleichgewicht (aufriisten, aufriisten), und damit
theoretisch optimal. Verniinftig ist dies aber ganz und gar nicht, denn in
Summe bringt dies den beiden Méchten maximalen Verlust! Fiir beide bes-
ser (in der Fachsprache der Spieltheorie “Pareto-effizient”) wire (abriisten,
abriisten). Nicht immer miissen rationale Strategien wirklich verniinftig sein.
Leider wurde und wird aber diese Strategie auch in der Wirklichkeit prakti-
ziert.

Wie findet man allgemein Nash-Gleichgewichite?

Hat man es nur mit einfachen 2 x 2-Matrizen zu tun, so macht es noch
keine groBen Schwierigkeiten, ein Nash-Gleichgewicht (fiir reine Strategien)
durch Probieren aufzufinden, da es nur 4 Mdoglichkeiten gibt. Wenn jedoch
die Spieler mehr Optionen haben, so wiirde ein derartiges Vorgehen relativ
viele Rechenschritte bendtigen, geht man von einer algorithmischen Behand-
lung - etwa durch einen Computer - aus.

Es gibt jedoch einen besseren Algorithmus zum allgemeinen Auffinden von
Nash-Gleichgewichten (sofern es welche mit reinen Strategien gibt): Fiir jede
Strategie des einen Spielers sucht man die besten Strategien des Gegners,
d.h. alle solchen, die maximalen Gewinn erzielen. Dies kann natiirlich auch
nur eine einzelne sein. Alle zugehorigen Felder markiert man, z.B. mit einer
Farbe. Nun fiithrt man dasselbe analog fiir den anderen Spieler aus und mar-
kiert wieder, eventuell in einer anderen Farbe. Alle Felder der Matrix, die nun
doppelt markiert sind, stellen Nash-Gleichgewichte dar. Dieser Algorithmus
ist deutlich 6konomischer, wenn man Nash-Gleichgewichte bestimmen will.

Als Beispiel soll die folgende Matrix (Abb. 8.5) dienen, bei der die Ge-
winnwerte zufillig gewédhlt wurden. Die Spieler haben 4 bzw. 6 verschiedene
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Strategien zur Verfiigung. Die jeweils besten Strategien wurden in Blau und
Rot gefirbt, die beiden Nash-Gleichgewichte, die sich ergeben, sind dick um-
rahmt.

3 2 -1 -2 1 5
1 0 4 0 1 -3

2 3 3 -1 3 -3
2 2 0 0 -2 0

1 -2 1 -1 0 3
1 2 4 1 -2 0

2 -2 1 2 1 -2
2 -2 0 -1 5 2

Abbildung 8.5: Nash-Gleichgewichte einer gréferen Matrix

Matrizen héherer Dimension:

Bis jetzt haben wir nur Bimatrizen betrachtet, doch in der Praxis treten
hiufig mehr als zwei Spieler gegeneinander an, etwa beim eingangs betrach-
teten “Borsenspiel”. Auch dafiir gibt es die Darstellungsform als Matrix, die
dann in einer entsprechender Dimension ausfallen miissen. So wird etwa ein
Spiel mit 3 Teilnehmern als Matrix in Form eines Quaders dargestellt, fiir 4
Personen benétigt man schon das 4-dimensionale Analogon, etc. Auch dafiir
gibt es Nash-Gleichgewichte, aber die Behandlung héherdimensionaler Matri-
zen erweist sich bald als ausgesprochen unangenehm. Auflerdem ist noch nicht
endgiiltig alles iiber 2-dimensionale Matrizen mit dem Nash-Gleichgewicht
abgetan (wie zum Beispiel das Dilemma des Wettriistens zeigt). Solange nicht
einmal alle Fragen zur diesen Spielen geklédrt worden sind, ist eine Betrach-
tung hoéherer Dimensionen natiirlich doppelt schwierig. Die Spieltheorie ist
als sehr junge mathematische Disziplin eben noch nicht so weit fortgeschrit-
ten.
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Teil 111

Weitere (Bei-)Spiele
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Kapitel 9

Angaben zu den Beispielen

Beispiel 1 (“Hex”) Gegeben ist ein Feld aus n? regelmiifligen Sechsecken,
die wie in der Abbildung in einem Rhombus angeordnet sind. Abwechselnd
farben Links und Rechts je ein Feld blau bzw. rot. Links gewinnt, wenn die
blauen Felder eine durchgehende Verbindung des oberen und unteren Randes
bilden, Rechts, wenn die roten Felder den linken und rechten Rand verbinden.
Wer hat eine Gewinnstrategie? Kann es auch unentschieden ausgehen?

Abbildung 9.1: Das Spielfeld fiir Hex

Beispiel 2 (“Wythoffs Spiel”) Eine Dame steht auf einem beliebigen Feld
auf einem nach rechts und unten hin unendlichen Schachbrett. Abwechselnd
diirfen Links und Rechts die Dame nach links, oben oder links oben ziehen,
den normalen Zugmoglichkeiten der Dame folgend. Es gewinnt, wer die Dame
in die linke obere Ecke zieht.
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Beispiel 3 Wie beim Nim dreht sich alles um Haufen von Steinen. Diesmal
diirfen jedoch nur 2, 3 oder 5 Steine von einem Haufen genommen werden.
Dieses Spiel ist mit Hilfe von Nim-Zahlen zu analysieren. Welche Nim-Zahl
tragt der Haufen mit 2000 Steinen?

Beispiel 4 (“Polyamond - Spiel“) Es wurde bereits in Kapitel 3.4 genannt.
Fiir welche Polyamonds kann Links gewinnen?

Beispiel 5 In die Felder eines 5 x 5-Felder schreiben Links und Rechts ab-
wechselnd 1 bzw. 0. Am Ende wird fiir jedes 3 x 3-Unterfeld die Anzahl der
1-er bestimmt. Es sei M das Maximum all dieser Zahlen. Wie hoch kann Links
M maximal machen, unabhéngig von der Spielweise des Gegners? (Vorschlag
fiir die 35. Internationale Mathematik-Olympiade 1994)

Beispiel 6 Zwei Spieler A und B spielen folgendes Spiel. Auf einem Kreis
sind eine gerade Anzahl von Feldern angeordnet. A beginnt. A und B spie-
len abwechselnd, wobei sie in jedem Zug ein freies Feld auswéhlen und dort
entweder O oder M hineinschreiben. Wer zuerst erreicht, dass OMO (Anm.:
OMO ist die Abkiirzung fiir Osterreichische Mathematikolympiade, OMO
ist einfach OMO ohne Umlaut) in 3 nebeneinanderliegenden Feldern zu lesen
ist, hat gewonnen. Sind alle Felder beschrieben, ohne dass OMO zu lesen
ist, endet das Spiel unentschieden. Man zeige, dass der beginnende Spieler
A nicht gewinnen kann. (Bsp. 6 des Bundeswettbewerbs der 30. Osterreichi-
schen Mathematikolympiade 1999)

Beispiel 7 Links und Rechts nehmen abwechselnd eine Zahl aus der Menge
{1,2,...,9}. Es gewinnt, wer mit 3 seiner Zahlen als Summe 15 erreicht. Man
zeige, dass dieses Spiel bei bester Spielweise stets unentschieden endet.

Beispiel 8 Auf einem Tisch befinden sich n (n > 1) Kugeln. Zwei Spieler
nehmen abwechselnd Kugeln vom Tisch, und zwar jeweils wenigstens eine
und hochstens halb so viele Kugeln wie noch vorhanden sind. Verloren hat
jener Spieler, der nicht mehr ziehen kann. Man bestimme alle Werte von
n, fiir die der Spielertffner eine sichere Strategie hat, das Spiel zu gewinnen.
(Vorbereitungskurs zur Osterreichischen Mathematikolympiade, Raach 1999)

Beispiel 9 (“Teile und herrsche”') In zwei Schachteln befinden sich jeweils
eine gewisse Anzahl Steine, etwa 1999 und 2000. Bei jedem Zug wirft ein Spie-
ler den Inhalt einer Schachtel weg und teilt den Inhalt der anderen Schachtel
auf die beiden auf. Es verliert, wer keinen Zug mehr machen kann.

!Lateinisch “divide et impera”, Wahlspruch des franzésischen Kénigs Ludwig XI.
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Beispiel 10 (“Wiirfelpoker ohne Verluste”) Links beginnt, indem er einen
Spielwiirfel auflegt. Es wird mit der Zahl begonnen, die der Wiirfel zeigt. Nun
kippen die beiden den Wiirfel jeweils um eine Kante und addieren die Zahl,
die der Wiirfel nunmehr zeigt, auf. Es verliert, wer auf eine Zahl erhéhen
muss, die grofer als 30 (oder sonst eine vereinbarte Zahl) ist. Man finde eine
Gewinnstrategie.

Beispiel 11 Alice und Bob haben ein rechteckiges Stiick Schokolade. Die
Spielregeln sind dieselben wie in dem Spiel aus Kapitel 4.1, es verliert, wer
das schimmlige Stiick in der linken oberen Ecke essen muss. Es werden aber
nicht Rippen abgebrochen, sondern “Ecken”. Das heifit, dass die Spieler ab-
wechselnd ein Stiick wihlen und dieses zusammen mit allen, die sich rechts
oder darunter befinden, aufessen miissen.

Beispiel 12 Links und Rechts setzen abwechselnd auf ein 9 x 9 Feld ein
Kreuz bzw. einen Kreis. Wenn alle Felder besetzt sind, wird die Anzahl A
aller Zeilen und Spalten bestimmt, die mehr Kreuze enthalten, sowie die
Anzahl B aller Zeilen und Spalten, mit denen es sich umgekehrt verhilt. Die
Differenz D = A — B ist der Gewinnwert fiir Links. Bestimme den Wert von
D, der sich bei bester Spielweise ergibt. (Turnier der Stédte, Frithjahr 1999,
1.Runde 7.-8. Klasse)

Beispiel 13 (“Juniper Green”) Auf einem Tisch liegen Karten mit den Zah-
len 1,2,...n (n € N). Alice beginnt, indem sie eine beliebige Karte entfernt.
Von da an miissen die Spieler stets eine Karte nehmen, die einen Teiler oder
ein Vielfaches der vorigen Zahl darstellt. Wer nicht mehr ziehen kann, ver-
liert. Da Alice durch Wegnahme zweier grofler Primzahlen zu Anfang leicht
gewinnen konnte, muss sie zu Beginn jedoch eine gerade Zahl wihlen. Fiir
welche n kann Alice gewinnen?

Beispiel 14 Zwei Eisverkdufer stehen an den Enden eines geradlinigen Stran-
des, auf dem die Touristen gleichmiiBig verteilt sind. Jeder Tourist geht stets
zu dem Eisverkdufer, der ndher liegt. Wie verhalten sich die Eisverkidufer bei
rationalem Vorgehen, um ihren Gewinn zu maximieren?

Beispiel 15 Beliebig viele Personen werden aufgefordert, eine reelle Zahl
zwischen 0 und 100 auszuwéhlen (0 und 100 eingeschlossen). Es gewinnt
derjenige einen Preis, der am nichsten an % des Durchschnitts aller Zahlen
kommt. Wie sollte man rationalerweise vorgehen?

Beispiel 16 (“St. Petersburg-Paradoxon”) Im Casino von St.Petersburg, so
erzihlt die Geschichte, fand einst die folgende Lotterie statt: eine faire Miinze
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wird solange geworfen, bis erstmals “Zahl” erscheint. Wenn dies beim k-ten
Mal geschieht, gewinnt jeder Teilnehmer 2¥$. Wieviel wiirden Sie zahlen, um
an dieser Lotterie teilnehmen zu diirfen?

Beispiel 17 (“Gefangenendilemma”) Bonnie und Clyde werden von der Po-
lizei geschnappt und in separate Zellen geworfen. Sie haben keine Moglichkeit,
zu kommunizieren und stehen nun vor der Wahl, ihr Verbrechen zu gestehen
oder zu leugnen. Je nach ihrem Verhalten wird der Richter reagieren:

e Leugnen beide, so kann ihnen nur unerlaubter Waffenbesitz nachgewie-
sen werden, sie werden zu je 2 Monaten Haft verurteilt.

e Leugnet einer, der andere gesteht aber, so wird ersterer zu 5 Monaten
verurteilt, der andere kommt mit einer Geldbufle davon.

e Gestehen beide, so werden beide zu 4 Monaten verurteilt.

Wie sollten die beiden handeln? Was geschieht, wenn diese Situation hiufi-
ger auftritt? Kann es hier Langzeitstrategien geben, die auf den bisherigen
Erfahrungen aufbauen?
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Kapitel 10

Losungen zu den Beispielen

Beispiel 1:

Eine sehr einleuchtende Begriindung zeigt, dass es kein Unentschieden ge-
ben kann: Stellen wir uns die blauen Felder als Wasser vor und die roten als
Land, so muss entweder das Wasser von oben nach unten durchflieen, oder
es wird durch einen “Damm” gestoppt, der aber dann ganz von links nach
rechts durchgehen muss. Somit erreicht sicher einer der beiden Spieler sein
Ziel. Dieser “physikalische” Beweis ist zwar einleuchtend, aber mathematisch
nicht gerade exakt formuliert. Es gibt allerdings auch einen mathematische-
ren Beweis von David Gale.

Aufgrund der Theorie, die wir in Kapitel 2 (Satz 2) aufgestellt haben, muss
damit Links eine Gewinnmethode haben. Dennoch ist (aufler fiir sehr kleine
Felder) nicht bekannt, wie diese Gewinnstrategie dann im Endeffekt aus-
schauen soll. Ian Stewart spricht bei solchen Féllen scherzhaft von “Alp-
traumspielen” (im Gegensatz zu “Traumspielen”): man weifl zwar, wer ge-
winnt, aber nicht, wie.

Allerdings weifl man, dass bei Feldern mit ungleichen Seitenléngen stets der
gewinnen kann, der die geringere Seitenlénge zu iiberbriicken hat, auch wenn
er als zweiter zieht. Dabei hilft eine Hales-Jewett-Paarung, die in Abbildung
10.1 fiir das 5 x 6-Feld gezeigt wird, aber auf n x (n + 1)-Felder verallgemei-
nert werden kann. Bei hoheren Differenzen zwischen den Seitenlingen féllt
das Gewinnen natiirlich noch leichter.
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Abbildung 10.1: Hales-Jewett-Paarung fiir asymmetrisches Hex. Zusammen-
gehorige Felder tragen den gleichen Buchstaben.

Beispiel 2:

Es fallt nicht weiter schwer, dieses Spiel mit Hilfe von Nim-Zahlen und der
Mex-Regel zu analysieren, indem man jedem Feld eine Nim-Zahl zuordnet.
Felder mit der Nim-Zahl 0 miissen dann gewinntréichtig sein. Das Muster, das
sich dabei ergibt, ist im Wesentlichen chaotisch, es gibt aber eine Moglich-
keit, die Gewinnstellungen mit Hilfe einer Formel zu errechnen.

Qo oo | |w v = o v
Wl e |— |o v | o |-

oo | |w v | |o |

o |[— |o v o |[= [ |w | u | &~

O | | |u & |w = o

=)
S

Abbildung 10.2: Nim-Zahlen fiir Wythoffs Spiel
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Ein Aquivalent dazu wire das Chinesische Nim, bei dem 2 Haufen mit Steinen
gegeben sind, man aber nicht nur von einem Haufen beliebig viel, sondern
auch von beiden gleich viel nehmen darf. Dies kann man einsehen, indem
man den Haufen die Koordinaten der Dame auf dem Schachbrett zuordnet.
Dem Diagonalzug entspricht dann das Wegnehmen von gleich vielen Steinen
bei beiden Haufen. Gewinnstellungen kann man folgendermaflen auffinden:

e Keine 2 Gewinnstellungen diirfen eine gleiche Steinzahl auf einem Hau-
fen aufweisen.

e Keine 2 Gewinnstellungen diirfen eine gleiche Differenz der Steinzahlen
aufweisen.

Ersteres verbietet sich, weil man dann durch Wegnehmen von einem Stapel
die eine Stellung in die andere iiberfiihren kénnte, das andere, weil man sonst
eine entsprechende Anzahl von beiden Haufen mit dem gleichen Zweck neh-
men koénnte. Aufgrund der Tatsache, dass die Gewinnstellungen ja minimal
sein sollen, ergibt sich folgende Folge von Gewinnstellungen:

(0,0); (1,2); (3,5); (4,7); (6,10); (8,13); ...

Die Differenzen steigen dabei stets um 1 an, und die erste Zahl ist stets
die kleinste natiirliche Zahl, die noch nicht vorgekommen ist. Wythoff hat
folgende Formel fiir die n-te Gewinnstellung gefunden:

1++5
9

(am bn) = (L¢nJ7 L¢2nJ)7 wobei ¢ =

¢ ist als die Zahl des goldenen Schnitts bekannt. Sie hat eine besondere
Beziehung zu Fiinfecken und zur Fibonaccifolge!, die auch bei den Gewinn-
stellungen eine Rolle spielt. Fibonaccizahlen kommen némlich stets paarweise
vor: (1,2);(3,5); (8,13); (21, 34); ... . Ungliicklicherweise war in der mir zur
Verfiigung stehenden Quelle kein Beweis fiir diese Tatsache angegeben, ich
konnte jedoch selbst einen finden:

Die Differenzenregel ist schnell bewiesen, denn ¢ ist eine Losung der Glei-
chung z? =z + 1:

bn — an = |¢°n] — |én] =n+ |én] — [¢n] =n
O

!Nach Leonardo von Pisa, genannt “Fibonacci”. Die Folge ist rekursiv definiert als ap =
0,a1 =1, ay, = Gn_1 + ap_o. Ihre ersten Glieder sind 0,1,1, 2, 3,5,8,13,21, 34, 55,89, ...
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Nun muss noch die erste Bedingung bewiesen werden, ndmlich dass keine
Zahl dabei zweimal vorkommt. Dazu muss gezeigt werden, dass sich jede
natiirliche Zahl aufer 0 als |#?n| oder (ausschlieSendes oder) |$n]| darstellen
ldsst. Sei Z eine beliebige positive ganze Zahl.

Z ist genau dann als |¢n| darstellbar, wenn eine natiirliche Zahl im Intervall

[g; Z i) existiert. Sei Z = M +§ mit M € N und § € [0;1). Dann gt

obige Bedingung genau dann, wenn § > 1 — i = # gilt. Analog ist Z als

|¢°n| darstellbar, wenn fiir > = N+e (NeN, e€[0;1))e>1— 5 =
gilt. § und ¢ sind sicher ungleich 0, denn ¢ ist irrational, also gilt wegen
M+N+d+e= %-ﬁ— ¢—22 = Z, dass ¢ + € ganzzahlig und damit = 1 ist.

Daraus folgt:

<S>i <=>s<1—i—l
@? #? ¢

1

<S<i2 <:>5>1—i2=—
¢ ¢

Also gilt immer héchstens eine der Bedingungen.

Ausgeschlossen werden muss nur noch der Fall § = #, €= i, denn nur dann
wiirde keine der Bedingungen gelten. Dann wére jedoch:

g:M—i—#:>Z¢:M¢2+1:>Z¢:M(¢+1)+1:>¢=

Damit wére jedoch ¢ eine rationale Zahl, was einen Widerspruch darstellt.

M+1
Z—-M

Beispiel 3:

Spiele dieser Art nennt man auch Subtraktionsspiele. Nim-Zahlen fiir die
einzelnen HaufengréBen lassen sich geeignet mit einem Nim-Rechenschieber
finden, wie er in Abbildung 10.3 gezeigt ist. Als Rechenschieber kann man
z.B. ein Lineal préiparieren. Man beginnt, indem man der Stellung 0 den
Wert 0 zuordnet. AnschlieBend schiebt man den Rechenschieber so, dass der
Pfeil auf das néichste zu beschriftende Feld zeigt. Die Markierungen werden
so gewdhlt, dass sie auf die Stellungen zeigen, die von dort aus zu erreichen
sind (in diesem Fall also jene, die durch Wegnahme von 2,3 oder 5 Steinen
entstehen). Nun bestimmt man das Mex der Zahlen, auf die die Markierun-
gen zeigen und schreibt es in das Feld. Dann schiebt man den Rechenschieber
um ein Feld weiter, . ..
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Abbildung 10.3: Wie man einen Nim-Rechenschieber benutzt

Es konnen dabei stets nur Werte auftreten, die kleiner oder gleich der Anzahl
der Wegnahmemoglichkeiten sind. Die Nim-Werte sind fiir jedes Subtrakti-
onsspiel auBerdem allesamt periodisch, da es nur endlich viele Wertekombi-
nationen einer bestimmten Linge gibt und der Rechenschieber ja alles “ver-
gisst”, was weiter zuriickliegt. In diesem Fall ergibt sich die Periodenléinge 7:
0011223001122300112230011223... ., also ergibt sich wegen 2000 = 5(7) fiir
den Haufen der Gréfle 2000 die Nim-Zahl 2.

Beispiel 4:

Aus 1,2,3 gleichseitigen Dreiecken kann man nur jeweils ein Polyamond bil-
den, und fiir diese Figuren lisst sich auch jeweils sehr leicht eine Gewinn-
strategie finden, denn schon der erste Zug stellt den Gegner vor unlésbare
Probleme. Fiir alle drei 4-er Polyamonds lésst sich jedoch bereits eine Hales-
Jewett-Paarung finden (Abb. 10.4).

Beispiel 5:

Hier kann man wiederum eine dhnliche Idee benutzen. Dazu teilt man das
Feld in Dominos ein, wie es in Abbildung 10.5 gezeigt ist. Das Mittelfeld
bleibt dabei frei. Rechts kann, da jedes 3 x 3 Dominos enthélt, M auf 6 be-
schrinken, indem er auf jeden Zug des Gegners mit Besetzung des jeweils
anderen Feldes des Dominos antwortet. Sollte Links ins Mittelfeld setzen,
kann ein beliebiger Zug erfolgen.
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Abbildung 10.4: Hales-Jewett-Paarungen fiir Polyamonds

Abbildung 10.5: Einteilung des Spielfelds
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Andererseits kann aber Links forcieren, dass M zumindest gleich 6 wird:

Wir fiithren eine Notation ein, die die Spalten mit a, b, ¢, d, e bezeichnet, sowie
die Zeilen mit 1,2,3,4,5. Links beginnt, indem er seinen ersten l-er ins Mit-
telfeld setzt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (aus Symmetriegriinden)
kénnen wir annehmen, dass der Gegner seine 0 in den Zeilen 1 oder 2 setzt.
Diese missachten wir von nun an einfach. Der néchste Zug ist nun c4. Wenn
Rechts nun nicht auf ¢ setzt, tut Links dies im néchsten Zug. Daraufhin sind
entweder im Feld (a,b, c) x (3,4, 5) oder im Feld (¢, d,e) x (3,4,5) drei 1-er
und kein 0-er. Links kann in dieses Feld damit noch weitere drei 1-er setzen
und erreicht M = 6. Nun setzt Links in b3, b4 oder b5. Da in b x (3,4, 5)
noch 2 Felder und in (a,d) x (3,4, 5) noch 6 Felder frei sind, kann Links mit
Sicherheit im ersten noch einen l-er und im zweiten noch drei l-er erzielen.
Damit sind nun aber nach Schubfachschluss entweder in a X (3,4, 5) oder in
d x (3,4,5) am Ende zwei 1-er. Mit den beiden l-ern aus b x (3,4,5) und
den zweien aus ¢ X (3,4,5) sind nun entweder in (a,b,c) x (3,4,5) oder in
(b,c,d) x (3,4,5) sechs 1-er.

Damit ist gezeigt, dass bei bester Spielweise M = 6 ist.
Beispiel 6:

Eine einfache Hales-Jewett-Paarung fiihrt hier zum Ziel. Da die Anzahl der
Felder gerade sein soll, kann man die Felder in Paare nebeneinanderliegender
Felder einteilen. Wenn nun A in ein Feld setzt, so setzt B denselben Buchsta-
ben in das jeweils andere Feld des Paares. Damit muss dann am Ende neben
jedem M auf zumindest einer Seite ein weiteres M stehen. Die Konfiguration
“OMOQO” enthilt jedoch ein M, eingeschlossen von 2 O’s. Also kann B ein
Unentschieden forcieren.

Diese einfache Lésung wurde auch von vielen Teilnehmern gefunden, man-
che wihlten eine kompliziertere Variante, die darauf aufbaut, dass die Ziige
am Mittelpunkt des Kreises gespiegelt werden, und hatten damit Erfolg. In-
teressant wire jedoch noch eine allgemeine Betrachtung dieses Spiels, fiir
beliebige Anzahlen von Feldern. AuBerdem konnte B fiir gerade Anzahlen
auch gewinnen. Die Ergebnisse lauten wie folgt:

e Fiir gerade Anzahlen kann B gewinnen, sofern die Anzahl gréBer oder
gleich 10 ist.

e Fiir ungerade Anzahlen kann A gewinnen, sofern die Anzahl grofler
oder gleich 9 oder gleich 3 ist.
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Warum ist dies so? Nun, die einzige Strategie, die verfolgt werden kann, be-
steht nicht darin, Drohungen aufzubauen, denn diese kann der Gegner ja
auch nutzen. Die einzige Chance besteht darin, den Gegner in Zugzwang zu
bringen.? Wie kann nun eine solche Zugzwangposition aussehen? Nun, ne-
ben einem Feld, dessen Besetzung erzwungen werden soll, miissen genau ein
O und ein leeres Feld sein, sonst kénnte man in das Feld stets ein M set-
zen und gewinnen oder zumindest ungestraft davonkommen. Da das leere
Feld auch zur Zugzwangposition gehort, muss auf seiner anderen Seite wie-
der ein O sein. Damit ist die einzig mogliche Zugzwangposition auch schon
vollendet, andere sind hochstens Zusammensetzungen aus mehreren solchen
Positionen: O-2 leere Felder-O. Dass sie tatséichlich eine Zugzwangposition
ist, davon kann man sich leicht iiberzeugen: Setzt man einen Buchstaben in
eines der beiden Felder, wird dies mit dem jeweils anderen Buchstaben im
anderen Feld beantwortet.

Welcher der Spieler kann nun solche Positionen nutzen? Da die Anzahl der
freien Felder in genannter Position gerade ist, muss der Spieler, der dadurch
verliert, am Zug sein, wenn noch eine gerade Anzahl von Feldern iibrig ist.
Das ist A, wenn zu Beginn die Anzahl gerade ist, B andernfalls. Es muss den
Spielern nur jeweils gelingen, eine solche Position iiberhaupt aufzubauen. Wir
untersuchen nun, wann ihnen dies méglich ist.

Zuerst machen wir folgende Feststellung: Wenn A das Genannte fiir die An-
zahl 2n — 1 nicht gelingt, weil B eine Strategie dagegen hat, dann gelingt es
B fiir die Anzahl 2n auch nicht, denn hier kann dann A zu Anfang ein M
beliebig setzen und dann die Strategie von B fiir die Anzahl 2n — 1 benutzen.
Dies fiihrt dann sicher auch zum Ziel.

Weiters gewinnt A fiir n > 9 (n ungerade), indem er mit einem O beginnt.
Er droht dann in beiden Richtungen mit dem Aufbauen einer Zugzwangpo-
sition, was B nicht verhindern kann.

Fiir n > 10 (n gerade) gewinnt dagegen B, indem er dem Gegner im ersten
Zug gegeniiber ein O setzt. Sofern nun A nicht gleich strategischen Selbst-
mord begeht, kann B im néchsten Zug wie A zuvor eine seiner beiderseitigen
Drohungen realisieren.

2Eine mathematische Begriindung dafiir wire etwa: wenn ein Spieler einen Gewinnzug
macht, wieso hat sein angenommenermaflen perfekt spielender Gegner diese Chance nicht
selbst genutzt? Die einzige Begriindung dafiir ist, dass sie zu diesem Zeitpunkt noch gar
nicht vorhanden war, sie wurde im letzten Zug erzwungenermaflen aufgebaut.
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Die Félle n = 1 und n = 2 sind sinnlos, es bleibt iibrig, die Félle n =
3,4,...,8 zu untersuchen. Fiir n = 3 gewinnt A, indem er einfach ein O
setzt. Dies ist bereits die vollstindige Zugzwangposition, denn die beiden
O’s fallen zusammen. Fiir n = 4 kann A unentschieden erzwingen, indem er
ein M setzt und im néichsten Zug auf einer der beiden Seiten noch eines. Dann
gibt es nicht einmal mehr die theoretische Chance, die Kombination “OMO”
noch zu erzeugen. Wegen der oben gemachten Feststellung brauchen wir nur
noch zeigen, dass A fiir n = 5 und n = 7 nicht gewinnen kann. Zunéchst
sei n = 5. Wir kénnen annehmen, dass A mit einem O beginnt, alles andere
wire im Sinne der Erzeugung einer Zugzwangposition eher kontraproduktiv.
Darauf setzt B in eines der gegeniiberliegenden Felder ein M. Nun gibt es
nur noch 2 nebeneinanderliegende freie Felder (die zur Zugzwangposition da-
zugehoren), aber an deren Enden befinden sich ein O und ein M. Also kann
A sein Ziel nicht erreichen. Nun sei n = 7. Wieder kénnen wir annehmen,
dass mit einem O begonnen wird. Darauf setzt B wiederum ein M in eines
der gegeniiberliegenden Felder. Im néchsten Zug kann es A nicht vermeiden,
dass B in das andere gegeniiberliegende Feld noch ein M setzt, denn wiirde
er es mit einem O besetzen, so hitte er damit sofort verloren, da B sofort die
Kombination “OMOQO” bilden kann. Dann jedoch haben wir es wiederum mit
2 Paaren benachbarter Felder zu tun, an deren Enden jeweils ein O und ein
M stehen. Wie schon fiir den Fall » = 5 kann A damit seine Zugzwangposi-
tion nicht aufbauen.

Beispiel 7:

Dieses Problem scheint sich nun mit unseren Methoden kaum lésen zu lassen.
Mit einem netten kleinen Trick kann man es aber in ein dquivalentes Spiel
umformen:

Man ordne die Zahlen in einem magischen Quadrat an, wie es Abbildung
10.6 zeigt. Wie man leicht nachpriifen kann, kommen alle M&glichkeiten, aus
3 verschiedenen Zahlen der Menge 1,2,...,9 die Summe 15 zu bilden, als
Spalten, Zeilen oder Diagonalen vor. Ersetzt man nun noch “Wegnehmen
einer Zahl” durch “Markieren des entsprechenden Feldes mit dem eigenen
Symbol”, so bemerkt man, dass unser Spiel in Wahrheit nichts anderes ist
als ein verstecktes Tic-Tac-Toe. Wie ein jeder - auch ohne grofle spieltheoreti-
sche Vorbildung - weif}, endet dieses uralte einfache Spiel bei bester Spielweise
stets unentschieden, also auch unser Spiel, mit dem wir es hier zu tun haben.
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Abbildung 10.6: Ein magisches Quadrat dient zur Umformung

Beispiel 8:

Um diese Aufgabe zu l6sen, suchen wir nach Gewinnstellungen. Die erste
solche ist eine einzelne Kugel, denn man darf ja nicht mehr als die Hélfte
wegnehmen, also in diesem Fall nicht mehr als % und damit 0, was im Wi-
derspruch zur anderen Bedingung steht. Von 2 Kugeln aus kann man auf 1
Kugel reduzieren, also ist dies eine Verluststellung. Von 3 Kugeln aus kann
man nur auf 2 Kugeln reduzieren, also ist 3 die néichste Gewinnposition. Von
4,5,6 aus kommt man auf diese, von 7 aus nicht mehr, also ist dies die néichste
Gewinnstellung. Wir vermuten bereits richtig, dass die allgemeine Formel fiir
Gewinnstellungen 2 — 1 lautet, und beweisen dies mit vollstindiger Induk-

tion:

Fiir k£ = 1 ist die Aussage richtig, das haben wir bereits festgestellt. Nehmen
wir nun an, unsere Vermutung stimmt fiir k. Dann ist 2¥ — 1 eine Gewinnstel-
lung. Von den Positionen 2%, 2% +1,...2%! — 2 kann man auf diese Gewinn-
stellung ohne Verletzung der Regeln kommen, indem man 1,2,3,...2%F — 1
Kugeln wegnimmt. Also sind dies lauter Verluststellungen. Doch von 2¥+1 —1
kann man nicht mehr auf 2F — 1 reduzieren, da (25! — 1) — (28 — 1) = 2F >
2k — 2 = 2’“2# ist. Damit ist 2¥*1 — 1 die niichste Gewinnstellung, und die
Induktion ist abgeschlossen. Der erste Spieler kann folglich alle Positionen
gewinnen, aufler solchen der Form 2% — 1.
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Beispiel 9:

Fiir “Teile und herrsche” miisste es nach der Theorie aus Kapitel 3.3 eine Me-
thode geben, es mittels Nim-Zahlen zu 16sen. Dies ist jedoch eher kompliziert
und umsténdlich, und daher versucht man es mit Hilfe von Gewinnpositio-
nen. Die abschlieBende Gewinnposition lautet (1, 1), denn dann kann keiner
der Inhalte noch geteilt werden. Ich behaupte nun, dass all jene Positionen
mit 2 ungeraden Anzahlen Gewinnpositionen sind. Dazu geniigt es zu zei-
gen, dass man von jeder Verlustposition in zumindest eine Gewinnposition
gelangen kann und von einer Gewinnposition nur in eine Verlustposition.

Zunichst der erste Teil: Nach unserer Behauptung muss jede Verlustposition
zumindest eine gerade Anzahl enthalten. Die andere Schachtel leert man, die
gerade Anzahl kann man stets in zwei ungerade zerlegen. Umgekehrt kann
man ungerade Anzahlen nur in einen geraden und einen ungeraden Sum-
manden zerlegen, sodass nach dem Zug von einer Gewinnposition aus eine
Verluststellung entstehen muss. Damit ist die Theorie bestéitigt. Das Spiel
mit 1999 und 2000 Steinen gewinnt folglich der beginnende Spieler, indem er
die 1999 Steine wegwirft und die iibrigen in z.B. 1 und 1999 zerlegt.

Beispiel 10:

Wie fiir Beispiel 3 hilft eine Art Rechenschieber, der jedoch etwas komplizier-
ter ausfillt, da zusédtzlich zur aktuellen Punktsumme noch die momentane
Stellung des Wiirfels miteinbezogen werden muss. Deshalb verwendet man
eine Tabelle, bei der in den Spalten die Stellungen (1,6), (2,5) und (3,4) (diese
sind jeweils gleichwertig, denn da sie auf dem Wiirfel gegeniiber liegen, sind
von ihnen aus die gleichen Ziige moglich) betrachtet werden, in den Zeilen die
jeweilige Punktsumme. Man nimmt auflerdem anstelle der Punktsumme die
Differenz zur vereinbarten Endsumme, sodass wie beim Nim-Rechenschieber
mit 0 begonnen werden kann. Weiters hat man 3 sogenannte Strategiekar-
ten, eine (1,6), eine (2,5) und eine (3,4) Karte, die jeweils fiir die 3 méglichen
Arten von Feldern verwendet werden. In diese werden Lécher so gemacht,
dass das erste Loch iiber dem zu beschriftenden Loch liegt, und die weiteren
genau iiber den Stellungen, die aus den jeweils moglichen Ziigen resultieren.
In Felder, die Gewinnpositionen darstellen, wird G geschrieben. Taucht in
einem der Locher ein G auf, so schreibt man den entsprechenden Zug in das
noch leere Feld ein. Wenn nicht, muss dieses Feld wieder eine Gewinnposition
sein, und man trigt ein G ein. So geht man mit den drei Karten nachein-
ander fiir die drei Felder einer Zeile vor und erhilt eine lange Folge, in der
die einzelnen Gewinnstellungen und alle Gewinnziige eingetragen sind. Die
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Abbildung 10.7 zeigt ein solches Vorgehen mit einer Strategiekarte.

Die Folge, die sich ergibt, ist periodisch mit der Periodenlénge 9. Da 30 = 3(9)
ist, kann der beginnende Spieler laut Tabelle durch Auflegen der Zahl 3 ge-
winnen . Ahnlich kann man das Problem fiir einen tetraedischen Wiirfel 16sen.
Dabei ergibt sich die Periodenléinge 10. Es muss sich bei jedem wie immer
gearteten Wiirfel (auch unregelméBiger Natur) eine Periode ergeben, mit der
gleichen Begriindung wie fiir Subtraktionsspiele (Bsp. 3). Etwa fiir den Do-
dekaeder erhélt man die Periode 26.

a) o b) 916 |G |G
8| Kartels6 8144 |c
7 |4] - 7al6 s
6 63|66
5 2 5056 s
4 63 40446
3 6 4 303036
2 5 202012
1611 16|12
0|6 |cla 0lclcla

16 |25 374 1/6 |25 |34

Abbildung 10.7: a) Anwendung der Strategiekarte, b) die fertige Tabelle
Beispiel 11:

Wie beim Hex (Bsp. 1) handelt es sich hierbei um ein Alptraumspiel, auch
wenn es auf den ersten Blick aussieht wie das aus Kapitel 4.1. Man weif},
dass Alice, die beginnt, auch gewinnen kann, und dafiir gibt es auch einen
schénen Beweis:

Angenommen, Bob hitte eine Gewinnstrategie. Dann kann Alice beginnen,
indem sie das eine Stiick in der rechten unteren Ecke wegnimmt. Nun muss
Bob iiber einen Gewinnzug verfiigen, denn er hat ja laut Annahme eine Ge-
winnstrategie. Diesen Gewinnzug héitte aber Alice sicher auch schon im ersten
Zug machen kénnen, und damit hitte sie eine Gewinnstrategie. Dieser Wi-
derspruch beweist, dass nur Alice eine Gewinnstrategie haben kann. Aufler
fiir ganz spezielle Fille (Fiir n x n-Quadrate etwa besteht der Gewinnzug
zu Beginn darin, rechts unten ein (n — 1) X (n — 1)-Quadrat abzubrechen.
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Dann bleibt noch eine Art L-Stiick mit gleich langen Armen iibrig. Nun kann
Alice jeden Zug von Bob am jeweils anderen Arm nachahmen) ist aber diese
Gewinnstrategie noch nicht bekannt.

Beispiel 12:

Eine einfache Symmetrie-Uberlegung ergibt D = 2. Links kann dies errei-
chen, indem er zuerst ein Kreuz in das mittlere Feld setzt. Anschlieend
spiegelt er jeden Zug von Rechts am Mittelpunkt. Nun gibt es zu jeder Zeile
und Spalte, in der die Kreise in der Uberzahl sind, eine gegeniiberliegende
Zeile bzw. Spalte, in der es mehr Kreuze gibt. Ausnahmen bilden die Zeile
und die Spalte durch den Mittelpunkt. In diesen gibt es zu jedem Kreis ein
Kreuz, das gegeniiberliegt, und dazu noch das eine Kreuz in der Mitte. Also
sind in diesen die Kreuze in der Mehrzahl. Diese Spalte und diese Zeile geben
den Ausschlag zugunsten von Links, und D = 2. Andererseits kann Rechts
verhindern, dass D gréfer wird. Er spiegelt seinerseits jeden Zug des Gegners
an der Mitte, und sofern dies nicht méglich ist, setzt er seinen Kreis beliebig,
denn schaden kann ihm das ja nicht. Mit der gleichen Argumentation wie
fiir den ersten Teil erzielt Rechts damit, dass in der Hélfte aller Zeilen und
Spalten mehr Kreise vorhanden sind als Kreuze, ausgenommen vielleicht die
mittlere Zeile bzw. Spalte. Dann ist jedoch D auch nur gleich 2.

Beispiel 13:

Dieses Spiel ist nach einer Schule in Groflbritannien benannt, und es wur-
de von Ian Stewart in “Scientific American” (deutsche Ausgabe: “Spektrum
der Wissenschaft”) besprochen. Peter Dolland hat in einem Leserbrief eine
allgemeine Strategie fiir Alice vorgezeigt, die stets funktioniert, wenn es im
offenen Intervall (2; %) wenigstens 3 verschiedene Primzahlen py, ps, ps gibt.
Dieses Kriterium ist fiir 111 < n < 115, n = 123, 129 < n < 171 sowie
n > 177 giiltig, wobei letztere Behauptung nicht sicher wahr ist, da iiber die
Verteilung von Primzahlen ja so gut wie nichts bekannt ist. Es besteht aber
Grund zur Vermutung, dass das Kriterium tatséchlich fiir alle n > 177 erfiillt
ist. Die Strategie fiir Alice sieht dann aus wie in Abbildung 10.8 gezeigt.
Im zweiten Zug hat Bob eine Wahlmdglichkeit, die einzige iiberhaupt, die
beiden Md&glichkeiten werden separat behandelt. Muss Bob 1 nehmen, dann
ist es damit um ihn geschehen, denn Alice nimmt darauf einfach eine grofie
Primzahl, d.h. eine solche die gréfler als § ist. Nach dem Bertrand’schen
Postulat, demzufolge es zwischen m und 2m stets zumindest eine Primzahl

gibt, existiert eine solche grofle Primzahl sicher immer.
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Zug | Alice | Bob | Alice | Bob
1 2ps
2 P3 2
3 3p3 2p2
4 3 P2
0 3pa 3p2
6 P2 3
7 2po 3p1
8 2 D1
9 | 2p; 2py
10 P1 1
11 3p1
12 1

Abbildung 10.8: Die Strategie fiir Alice

Auch wenn die genannte Gewinnstrategie nicht absolut sicher ist, da es ein
groBeres n geben kann, fiir das das Kriterium nicht erfiillt ist, so konnte ich
wenigstens ein Theorem beweisen, ndmlich das “Gesetz von der Primzahl”:

Wenn p > 3 eine Primzahl ist, dann geht das Spiel mit p Karten
gleich aus wie mit p — 1 Karten.

Die Begiindung ist die, dass die Primzahl p sicher eine grofle Primzahl ist.
Wie wir bereits bewiesen haben, gibt es fiir p — 1 auch schon eine solche,
und die ist noch immer eine grofie Primzahl, denn wenn sie grofler als ’%1
ist, so ist sie zumindest gleich ’%1, denn ’%1 ist eine ganze Zahl (p muss ja
eine ungerade Zahl sein). Damit ist sie aber auch groer als £ und auch fiir
das Spiel mit p Karten eine grofie Primzahl. Die zusétzliche grofle Primzahl
kann aber nicht genutzt werden, denn es kann im gesamten Spiel iiberhaupt
nur einmal eine grofle Primzahl vorkommen, und zwar am Ende, nach der 1.

Somit dndert die zusétzliche Karte am Ergebnis nichts.

Eine Analyse fiir n < 20 ergibt auflerdem, dass Alice dabei fiir n = 3, 8, 12,
13, 14, 16, 17 und 20 gewinnen kann, fiir alle iibrigen gewinnt Bob.
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Beispiel 14:

Wenn die Eisverkdufer zu Beginn an den Enden des Strandes stehen, dann
kénnen sie ihren Einflubereich dadurch vergrofern, dass sie ihren Eisstand
ndher zur Mitte verschieben. Denn dadurch, dass sie sich dem Konkurrenten
nidhern, verschiebt sich der geometrische Mittelpunkt ihrer Sténde zu diesem
hin, wordurch der eigene Einfluflbereich groer wird. Wenn beide Eisverkéufer
diese Strategie verfolgen (und das miissen sie, wenn sie rational handeln), so
wird als Endergebnis der Fall sein, dass beide genau in der Mitte des Stran-
des nebeneinander zu stehen kommen, wo sie sich den Markt schlieflich doch
wieder gleichméfig aufteilen. Das Bemerkenswerte daran ist, dass diese Kon-
figuration fiir die Kunden schlechtestmoglich ist, denn ihr durchschnittlicher
Weg betrigt dabei i der Strandlinge, gleich wie bei der Ausgangsposition an
den Réndern. Wiirden sie sich auf ; und 2 des Strandes aufstellen, so wére
der durchschnittliche Weg fiir die Kunden nur é, und der Gewinn fiir die Eis-
verkédufer bliebe gleich. Ein weiteres Beispiel, dass rationale Vorgehensweise
nicht immer zum besten Ergebnis fiihrt.

Ein Analogon dazu ist die Politik: Man stelle sich 2 Parteien vor, nennen wir
sie Formalisten und Konformisten, die sich ihre Position in der politischen
Landschaft zwischen links und rechts suchen miissen: Jeder Wahler wéhlt die
Partei, die seiner Ideologie am néichsten kommt. Die beiden Parteien werden
sich mit der Zeit mehr und mehr zur politischen Mitte hin begeben. Dieser
Prozess ist zwar hier sehr vereinfacht beschrieben, und manches daran ist
in der wirklichen Politik ja nicht so einfach (Kaum ein Wihler wéhlt direkt
nach Ideologie, es werden einzelne Programme der Parteien gew#hlt. Dariiber
hinaus sind die Meinungen der Wéhler ja nicht gleichméfiig verteilt.), aber
die Realitdt gibt der Spieltheorie recht: In den Vereinigten Staaten, wo es
im Wesentlichen ein 2-Parteien-System gibt, kann man kaum einen ideologi-
schen Unterschied zwischen Demokraten und Republikanern feststellen, beide
wollen die goldene Mitte sein. In Europa ist die Sachlage allerdings deutlich
komplizierter, weil es mehr Parteien gibt, doch auch hier macht sich ein &hn-
licher Trend bemerkbar, wohl aber auch deshalb, weil sich der Radikalismus
in der Vergangenheit nicht bewéihrt hat.

Beispiel 15:
Die Methode, die wir in Kapitel 5 kennengelernt haben, hilft uns zumin-
dest, die rationale Strategie fiir dieses Spiel zu finden. Wenn es eine optimale

Strategie gibt, so wird sie von allen gespielt. Da die Strategie dann genau
zutreffen sollte, muss fiir die getippte Zahl dann A = %A gelten, und damit
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ist A = 0. Die einzige rationale Entscheidung, die man treffen kann, ist also,
0 zu wéhlen - unter der Annahme, dass die Gegner allesamt auch perfekt
rational sind. Aber was, wenn sie es nicht sind? Im wirklichen Leben kann
man kaum annehmen, dass alle perfekt rational handeln.

Dieses Spiel wurde als Experiment im mehreren Zeitungen und Zeitschrif-
ten durchgefiihrt, unter anderem in “Financial Times” und “Spektrum der
Wissenschaft”. Dabei wurde jeweils ein Preis fiir den Sieger ausgesetzt. Das
Ergebnis zeigte, dass zwar manche Uberlegung angestellt wurde, aber nicht
alle von ihnen wirklich perfekt rational waren. Spezielle Hiufungen traten
bei den Zahlen 0 (einige waren tatséichlich so “perfekt”), 33 (3 des Durch-
schnitts aller Zahlen von 0 bis 100), 22 (2 von 33), aber auch bei 66 und 100
(was man auch als Schummelversuch interpretieren kann: tatséchlich sandten
manche 100mal die Zahl 100 ein, in der Hoffnung, den Schnitt auf die von
ihnen getippte Zahl 66 zu bringen). Die Gewinnzahlen lagen bei Teilnehmer-
zahlen zwischen 1500 und 4000 etwa um 15 (zwischen 12,5 und 17). Daraus
kénnen nun Riickschliisse iiber das rationale Verhalten von Menschenmassen
gezogen werden, womit ein Schritt zur praktischen Anwendung theoretischer
Prinzipien in der Spieltheorie getan ist.

Beispiel 16:

Mit der Regel aus Kapitel 7 kénnen wir den Wert dieser Lotterie finden. Die
Wahrscheinlichkeit, dass beim ersten Wurf “Zahl” erscheint, ist %, dafiir, dass
beim zweiten Wurf erstmals Zahl erscheint, ist ; (die Wahrscheinlichkeit fiir
die Kombination Kopf-Zahl), fiir den dritten Wurf betréigt sie é, ..., fiir den
k-ten Wurf ;. Also ist der Wert dieser Lotterie

Loos gy sl c1v1414. 20
5 1 ot o e e
Man sollte also unendlich viel zahlen, um an dieser Lotterie teilnehmen zu
diirfen? Wohl niemand wiirde das tun, selbst wenn er wirklich unbegrenzt
viel Geld hétte, er kann ja nicht einmal unendlich viel Geld gewinnen, denn
dann wiirde auch die Lotterie unendlich lang dauern. Wie lisst sich dieses
Paradoxon nun auflésen? Indem wir eine Nutzensfunktion einfiihren. Wir
sind risikoabweisend, unsere Nutzensfunktion ist konkav, nehmen wir wieder
das Beispiel N(z) = +/z her.
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Der Nutzen der Lotterie ist dann, unter Verwendung der Summenformel fiir
die geometrische Reihe,

1 1 1
G = 5-\/§+Z-\/?L+...+2 VO

2 2 2V2 5
1 1
= . -

V2 1-5

= \/5_1=1+\/§

Nun muss man nur noch jenen Betrag finden, der bei derselben Nutzensfunk-
tion den gleichen Nutzen ergibt. Fiir ihn muss gelten, dass /z = 1+ /2 ist,
und damit ist £ = 3+ 22 &~ 5, 83. Eine Person mit dieser Nutzensfunktion
wiirde also nur 5,83$% zahlen, um an der Lotterie teilnehmen zu diirfen. Fiir
die Nutzensfunktion N(z) = lnz wiirde sich etwa der (iibrigens bemerkens-
wert “schone”) Wert von 48$ ergeben.

Beispiel 17:
Die Gewinnmatrix fiir dieses Spiel sieht folgendermafen aus:
Clyde

gestehen leugnen

1 0

gestehen

Bonnie

leugnen
0

(S

Abbildung 10.9: Gewinnmatrix fiir das Gefangenendilemma,

Als Gewinnpunkte wird hierbei der Abzug von der Héchststrafe - 5 Mona-
te - gewertet. Wir erkennen sofort ein Gleichgewicht dominanter Strategi-
en, ndmlich (gestehen, gestehen), und schlieBen, dass die einzig verniinftige
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Moglichkeit fiir beide ist, zu gestehen und damit den Kollegen zu verraten.
Es ergibt sich eine Situation, die uns nur zu gut bekannt ist: Der gemeinsame
Gewinn wird dadurch minimal.

Was aber, wenn die beiden nun - theoretisch - unendlich oft gegeneinander
antreten und jeweils das mit in ihre Uberlegungen miteinbeziehen kénnen,
was der Gegner bis jetzt getan hat? Man kann nun Langzeitstrategien finden,
wie etwa:

e Gut: leugnet - kooperiert also - immer
e Boise: gesteht - betriigt also - immer
e Periodisch: Leugnet und gesteht abwechselnd

o Tit-for-Tat: leugnet zuerst und tut dann das, was der Gegner beim
letzten Mal getan hat

e Grimmig: leugnet so lange, bis der Gegner erstmals gesteht. Ab diesem
Zeitpunkt gesteht er immer, womit er gegen den betriigerischen Gegner
vorgeht.

e Mehrheitsentscheid: tut das, was der Gegner bis jetzt am hiufigsten
getan hat. Bei Gleichstand und zu Beginn leugnet er.

Nun kann man mehrere Strategien gegeneinander und gegen sich selbst antre-
ten lassen und eine Siegerstrategie bestimmen - jene, die die meisten Punkte
erzielt. Ein mogliches solches Turnier sieht etwa folgendermafien aus:

In die Felder werden die Punkte eingetragen, die die jeweilige Strategie gegen
die jeweils andere im Durchschnitt bei unendlicher Anwendung erzielt. Die
Strategien sind dabei folgende:

1. Gut

2. Bose

3. Periodisch

4. Tit-for-Tat

5. Grimmig

6. Mehrheitsentscheid

7. Periodisch bose: leugnet - gesteht - gesteht
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Abbildung 10.10: Krieg der Strategien

8. Periodisch gut: leugnet - leugnet - gesteht

9. Misstrauisches Tit-for-Tat: wie Tit-for-Tat, gesteht jedoch beim ersten
Mal

10. Misstrauischer Mehrheitsentscheid: wie Mehrheitsentscheid, gesteht je-
doch bei Gleichstand und beim ersten Mal

Das Ergebnis dieses Turniers sieht wie folgt aus:

1. Tit-for-Tat 255 6. Gut 221

2. Grimmig 24 7. Bose 20

3. Mehrheitsentscheid 232 8. Misstrauisches Tit-for-Tat 193

4. Periodisch 23 9. Misstrauischer Mehrheitsentscheid 18%
5. Periodisch gut 222 10. Periodisch bdse 184

Aus diesem Ergebnis kann man nun einige Schliisse ziehen, wie eine gute
Strategie auszusehen hat:

e Sie soll eine positive Grundeinstellung haben, also nicht unprovoziert
betriigen.

e Sie soll reaktiv sein, also auf das reagieren, was der Gegner tut.
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e Sie soll nicht besonders listig sein. Eine einfache, durchschaubare Stra-
tegie wie Tit-for-Tat erzielt bessere Ergebnisse als kompliziertere Stra-
tegien (wie Mehrheitsentscheid)

Kann es nun eine beste Strategie geben?

Das kommt darauf an, was man darunter versteht. Soll es eine Strategie sein,
die gegen niemanden im direkten Duell verliert, lautet die Antwort ja: Bose
erfiillt diese Bedingung.

Es gibt aber keine Strategie, die gegen jede andere das bestmogliche Ergeb-
nis erzielt. Eine solche miisste ndmlich als erstes gestehen, sonst gerét sie
gegeniiber Bose in einen unaufholbaren Riickstand. Allerdings fahrt sie da-
mit gegen Grimmig schlecht - deutlich schlechter als die einfache Strategie
Gut.

Wie kann man dieses Spiel anwenden?

Man kann eine bemerkenswerte Verbindung zur Biologie kniipfen: Man sieht
die Strategien als Lebewesen an, die eine gewisse Uberlebensstrategie verfol-
gen. Diese kann aggressiv wie zuriickhaltend sein. Nun ldsst man sie wie in der
Natur gegeneinander antreten. Die Strategien sollen eine gewisse Population
zu Beginn aufweisen und abhingig vom erzielten Ergebnis sich vermehren
oder verringern. Damit kann man die Evolution in ihren Grundziigen nach-
vollziehen und Schliisse ziehen, welche Strategien die Evolution bevorzugt.
Es zeigt sich etwa, dass anpassungsfihige Strategien wie Tit-for-Tat freund-
liche wie feindselige Umwelten iiberleben, dass weniger aggressive Strategien
auf Dauer eher durchkommen, und dass aggressive Strategien zwar anfangs
rasende Vermehrung zeigen, aber sich dann selbst ausschalten, was bis zum
Aussterben gehen kann. Ein Paradebeispiel aus der Realitét fiir eine aggres-
sive Strategie wire der Mensch. Was soll man nun davon halten?

90



Anhang A

Einige bedeutende
Spieltheoretiker

Elwyn R. Berlekamp, geboren 1940 in Dover (Ohio), seit 1971 Professor
fiir Mathematik, Elektrotechnik und Computerwissenschaften in Ber-
keley; Mitverfasser von “Winning Ways”

John H. Conway, geboren 1937 in Liverpool (England), Dozent fiir Ma-
thematik an der University of Cambridge, Gastprofessor an mehreren
Universitéiten; Verfasser von “On Numbers and Games” und Mitver-
fasser von “Winning Ways”

Richard K. Guy, geboren 1916 in Nuneaton (England), seit 1965 Professor
fiir Mathematik an der University of Calgary, Herausgeber der Sektion
fiir ungelGste Probleme bei American Mathematical Monthly; Mitver-
fasser von “Winning Ways”

John Harsanyi, geboren 1920 in Budapest (Ungarn), studierte zunichst
Philosophie, dann Okonomie, seit 1964 Professor an der University of
California in Berkeley; forscht auf dem Gebiet der Verhandlungstheo-
rie und der nutzentheoretisch begriindbaren Ethik, Nobelpreis 1994 ge-
meinsam mit Nash und Selten

Oskar Morgenstern, geboren 1902 in Gorlitz (Deutschland), gestorben 1977
in Princeton, lehrte bis 1938 als Professor der Nationalékonomie in Wi-
en, danach in Princeton (bis 1970) und New York; Verfasser der grund-
legenden Monographie “Theory of Games and Economic Behavior”

John F. Nash, geboren 1928 in Bluefield (Virginia), studierte in Princeton
bei A. W. Tuckers, wo er spéiter Professor wurde; von ihm stammt das
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Fundament fiir die Theorie nichtkooperativer Spiele, Nobelpreis 1994
gemeinsam mit Harsanyi und Selten

John v. Neumann, geboren 1903 in Budapest (Ungarn), gestorben 1957
in Washington D.C., wirkte zunéchst als Privatdozent in Go&ttingen,
Berlin und Hamburg, ab 1933 als Professor in Princeton; Verfasser der
grundlegenden Monographie “Theory of Games and Economic Behavi-
Or”

Reinhard Selten, geboren 1930 in Breslau (Deutschland), Professor fiir
wirtschaftliche Staatswissenschaften zunéchst in Berlin und Bielefeld,
ab 1984 in Bonn; verfasste eine Magisterarbeit {iber ein Thema der ko-
operativen Spieltheorie, Nobelpreis 1994 gemeinsam mit Harsanyi und
Nash
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